Uridnd 13 - FUNCIONES CUADRATICAS o1

EJERCICIOS PARA ENTRENARSE

@Representa en los mismos ejes las siguientes funciones:
a)y=2x* y=-2x2
b) y = 0,5x% y= - 0,5x°
€)y=6x° y=-6x°

Hacemos una tabla de valores y después representamos la funcion

a)
x | y=2x* | y=-2x*
-3 18 -18
-2 8 -8
-1 2 -2
0 0 0
1 2 -2 *
2 8 -8 4 4
3 18 -18
b
) , 19
8
X = 0,5x> | y=-0,5x° _ 2
3] 4,5 3 -4,5 6 ¥=0.9x
-2 2 -2 4
X 172 2 .
0 0 0 x
1 1/2 -1/2
2 2 -2
3 4.5 -45
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c)
v

x | y=6x* | y=-6x°
3 | 54 -54
2 | 24 24
-1 6 -6
0 0 0 x
1 6 -6 4 -3 -2 -1 4
2 24 -24
3 54 -54 B

-1@

-12

16 2

-18 y= - x

-2

@ Halla el nimero de puntos de corte con el eje x que tienen las siguientes pardbolas:

a)y=2x°-x+3
b)y=x?-2x+1
c)y:x2+x+1
d)y=3x°-7x-3
e)y=2x°+5x+1

El que una funcién cuadratica y = ax? + bx + ¢, tenga uno, dos o ningtin punto de corte
con el eje horizontal depende del discriminante b® — 4ac, si es negativo, no hay, si es cero hay
un solo punto de corte y si es mayor que cero, habra dos.

a) b’ —4ac = (1)>-4-2:.3=1-24=-23 <0, no hay puntos de corte con OX.

b) b? - 4ac = (2)*— 4:1-1 =4 — 4 = 0, hay un punto de corte con OX

€) b’ —4ac = (-1)>-4-11=1-4=-3 <0, no hay puntos de corte con OX

d) b’ —4ac = (7)> = 4-3:(-3) =49 + 36 = 85 > 0, hay dos puntos de corte con OX

e) b® —4ac = (-5)> - 4-2:1 =25 -8 = 17 > 0, hay dos puntos de corte con OX
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DO Representa las siguientes funciones:
a)y=x*-7x-18
b)y-= X% - 6x
€)y=3x*+2x-5
d) Y=(2x-3)°-8x=4x*-12x+9-8x = 4x*-20x + 9.
e)y=3x(x-1)-6=3x*-3x-6.

a)y=x*-7x-18
® Puntos de corte

(i) Con el eje vertical ( de ordenadas), f(0) = -18, luego el punto de corte con OY es (0,-
18)

(i) Con el eje horizontal ( de abscisas) y =0, resolvemos la ecuacion:

x2-7x-18=0=x =

—bt+b’—dac T (-7)?-41(-18) 7+121 711 [ 9
2a - 2 2 2 |-2
los puntos de corte con OX son (-2,0) y ( 9,0).

O Vértice y eje

Veértice(x,, yv), en donde X, :—23: __2_::%’ yv(3,5) = 3,52 — 7-3,5 — 18 = -30,25, luego el
a .
vértice tiene las coordenadas ( 3,5, - 30,25).
El eje es larectax = 3,5

® Tabla y representaciéon

x |ly=x*-7x-18 Y
-3 12
-2 -2
-1 -10
0 -18

24

1
2 - 28 i ——
3 -36

b) y = x° - 6x

@ Puntos de corte
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(i) Con el eje vertical ( de ordenadas), f(0) = 0, luego el punto de corte con OY es (0,0)

(i) Con el eje horizontal ( de abscisas) y =0, resolvemos la ecuacion:

=0
X2 —6X=0=> X(X-6)=0=1{"
X-6=0=x=6
los puntos de corte con OX son ( 0,0) y ( 6,0).
® Vértice y eje
Vertice(xy, yv), en donde x, = —2% = —_2—? =3, y(3) = 32— 6:3 = -9, luego el vértice tiene las
coordenadas ( 3, - 9).
Elejeeslarectax=3
® Tabla y representacion
X y = x° — 6x v 3¢
-3 27 32
- .2
) 16 24 Yy Ix" - 6x
-1 7 ‘6
0 0 52
1 - 4 4 e
2 -8 -6 -4 -2 2 4 6 8 18 12 14
3 -9 -8
-12
-16
-28
-24
-28
-32
-36
-48

€)y=3x+2x-5
@ Puntos de corte

(i) Con el eje vertical ( de ordenadas), f(0) = -5, luego el punto de corte con OY es (0,-5)

(i) Con el eje horizontal ( de abscisas) y =0, resolvemos la ecuacion:

YR 3 _ 1
o 50y ~2E(RF —43(5)  —2:6d _ 2+8{ 5}

23 6 6
los puntos de corte con OX son (-5/3,0) y ( 1,0).

® Vértice y eje
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b 2 1

Vertice(xy, yv), en donde X, =——=—-—=——, Y (-1/3) = -4, luego el vértice tiene las
2a 23 3
coordenadas (-1/3, - 4).
El eje es larecta x = -1/3.
® Tabla y representacion
v |38
x |y=3x*+2x-5 39
-3 16 gé
AT i
- i 22 .
0 -5 28 vz 3x"A42x -5
18
! 0 15
2 11 12
3 28 8°
6
4
2 X
-5 -4 -3 -2 i 21 2 3 4 5
-8
—10@A

d) Y=(2x-3)°-8x=4x"-12x+9-8x=4x*-20x+9.

O Puntos de corte
(i) Con el eje vertical ( de ordenadas), f(0) = 9, luego el punto de corte con OY es (0,9)

(i) Con el eje horizontal ( de abscisas) y =0, resolvemos la ecuacion:

9
+./(—20)? —_ 4-4- =
I 20100 x - 20EN(207 ~449 20+4256 _20+16 _ |5
24 8 8 1
2
los puntos de corte con OX son ( 1/2,0) y ( 9/2,0).
® Vértice y eje
- b -20 5 _ 2 _
Vertice(xy, yv), en donde x, = “oa= 94 "3’ yv(5/2) = 4(5/2)° — 20-:(5/2) +9 = -16, luego el
a .

vértice tiene las coordenadas ( 5/2 , - 16).

El eje es la recta x = 5/2

® Tabla y representacion
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X |y=4x*-20x+9 is

-3 105

-2 65

-1 33

0 9

1 -7 *
2 -15 -3 -2 -1 ?
3 -15

e)y=3x(x-1)-6=3x*-3x-6.
O Puntos de corte
(i) Con el eje vertical ( de ordenadas), f(0) = -6, luego el punto de corte con OY es (0,-6)

(i) Con el eje horizontal ( de abscisas) y =0, resolvemos la ecuacion:

2:3 6 6 -1
los puntos de corte con OX son (-1,0) y ( 2,0).

3x2—3x—6=0:>x:3i\/(_3)2_4'3'(_6) :31@=3i9={2}

® Vértice y eje
- b -3 - :
Veértice(xy, yv), en donde x, = “oa- 23°72’ yv(1/2) = -6,75 luego el vértice tiene las
a .
coordenadas ( 1/2 , - 6,75).
El eje es larecta x =1/2
® Tabla y representacion
. 1A
'. . .-
x |y=3x*-3x-6 I -
-3 30 'I' 3 | _
-2 12 ] 4 III-'I:.-Zaa-c' =3x =&
-1 0 v I - -
0 -6 3 -z —li_ i .I': i 4 5 & 7
1 '6 ll"\. - _.'Il
2 0 '\._.. —4 .-.I__-
3 12 =1

Matematicas 4° - Opcion B — 5[]



Uridnd 13 - FUNCIONES CUADRATICAS m

@D Una funcidn cuadrdtica tiene una expresién de la formay = x* + ax + a y pasa por el
punto (1, 9). Calcula el valor de a.

Si pasa por el punto cumple la ecuacién, sustituimos x por 1 e y por 9 y despejamos a:
9=1°+a1+a;9=1+2a; 2a=8;a=8/2=4.

28100 8B 1R W W W
> @> ’ @ @S A, AT,

@D Se sabe que la funcién cuadrdtica de ecuacién y = ax® + b x + ¢ pasa por los puntos (1,
1),(0,0)y(-1,1), Calculaa,byc.

Sustituimos los tres puntos y tenemos un sistema de tres ecuaciones con tres incognitas:

(N)=a+b+c=1

b=1
(00)=>c =0 Q{Mb 1}<:>Za=2<:>a=1,b=0,c=0
a-— =

(-1)=>a-b+c=1

Una pardbola tiene su vértice en el punto V( 1, 1) Y pasa por el punto (O, 2). Halla su
ecuacion.

Al ser una parabola su ecuacion sera una funcion cuadratica de la forma:
— 2
y=ax“+bx+c

Las tres ecuaciones son: las que se obtienen al sustituir los dos punto y la x,.

2a+b=0
()= a+b+c=1 c=2 b +b 1
a a a—+ = —a-— =
(02)=c=2 ={2a+b=0 %{ = =b=-2
b b a+b+2=1
Y 2a 2a a=1

La ecuacion de la parabola es: y = x* —2x +2 = 0

sk sk chapie:

@D Halla los intervalos en los que la funciény = x* - 6x + 8 es positiva o negativa. ¢En qué
puntos se anula?

Para saber en donde es positiva, hemos de hallar primero en dénde se anula:

x2-6x+8=0=x=

6+(-6)*-418 6+2 [4
2 2 )2
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Hay tres intervalos: (-o, 2), (2, 4) y ( 4, +x). Estudiamos el signo en cada intervalo:

Como x* — 6x + 8 = (x—=2)(x—4), (x—2) es positivo para valores x >2 y (x — 4) es
positivo para x > 4, luego :

x—-2<0

x—4<0:>(X—2)(X—4)=X2—6x+8:(_).(_):(+)

@ En el intervalo( - , 2) {

x—-2>0

X_4<0:>(x—2)(x—4)=X2—6X+8=(—)'(+)=(—)

@ En el intervalo ( 2, 4) {
x-2>0
x-4>0

También podemos saber el signo sustituyendo en la funcién un numero de cada
intervalo:

@ En el intervalo(4, + o) { = (X —2)(x—4)=x* —=6x+8 = (+)(+) = (+)

© En el intervalo( -, 2);0°-60+8=8>0
® Enelintervalo (2,4);3°-6-3+8=9-18+8=-1<0

@ En el intervalo(4, + ) ; 52— 6 -5+ 8 = 25— 30 + 8 = 3 >0

g QD &

P S S P
b S SR R

D3 Expresa el drea del tridngulo equildatero en funcién del lado. ¢Qué funcidn se obtiene?
Representa dicha funcion.

base-altura ACDB xh

2 2 2
Tenemos que escribir la altura en funcién de la longitud del
lado(x), para lo cual usamos el teorema de Pitagoras
aplicado al triangulo rectangulo BDC ( mitad del
equilatero):

El area del triangulo es A =

2
BC =DC +DB’ = x2 = [gj +h? despejando la altura:

2 2 _ 2 2
h:\/xz—x—:\/4x4x =\/3: =§x,luegoeléreaes:
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D® En un monte hay dispersas x casetas de guarda; cada una estd unida a las restantes
por un camino distinto. Expresa el ndmero de caminos en funcién de las casetas. Representa
dicha funcién. ¢Cudl es su dominio? ¢Es continua esta funcion?

Se trata de hallar las diagonales de un poligono de x lados:

nn-1) _ x(x-1) x*-x_1_, 1

d = =—X"——=X
2 2 2 2 2
La representacion es:
v lag . . . . . .

e :sc{:sc—1}_:ncz—:sc_1)(2 1x
142 d= 2 N 2 N E - E Aunque el dominio matematico es R, como no
136 # tiene sentido un numero de caminos negativo
lam . . . . . . _ _ ( o nulo), su dominio es el de los numeros
I 24 — 1 enteros positivos.

L ]
718 - : : - S No es continua ya que sélo tiene sentido
iz . . . . . valores enteros y positivos.
5 *
L ] X
» |

DD Estudia el drea de un tridngulo isésceles rectdngulo en funcién del cateto. Representa
la funcion que obtienes.

B base-altura ABBC oxx 1,

/>\,_ A = — =—X
Yy 2 > 2 2

/ h Representacién:
A =k _E}A c-
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O® Halla la funciéh que expresa el drea de los rectdngulos que tienen un perimetro
constante e igual a 10 unidades. Representa dicha funcion.

Si el perimetro es 10 y llamamos a la longitud de uno de los lados x, el otro
medira 5 — x, luego el area del rectangulo sera:

X
Area = base - altura = x - (5 — x) = - X* + 5x, que representada:
- X
, 710
19
18
17
16
15
14
13
12
.
1 ! 2 3 4 5\ 6
_2 . . s

@D Una piscina rectangular tiene de dimensiones 40 metros por 25 metros y estd rodeada
por un paseo de anchura constante. Si el drea del paseo es 504 m?, encuentra la anchura
del paseo.

F G
B C
T = o
%‘r— = - mm——, *
g 5 H\_l 25 m| (25 + 2%
e e T e e
1 bu, 40m
] )
E 40 + 2x H

Como vemos en la figura, el area del paseo = area del rectangulo EFGH — area del
rectangulo ABCD = (40 + 2x) (25 + 2x) — 40 - 25 = 40 - 25 + 80x + 50x + 4x* — 40 - 25 = 4x* +
130x, que igualado al area que se nos da, forma una ecuacién de 2° grado de donde
despejamos x:

_ + 2 _4.4-(— _
4x? +130x 504 = 0 x = ~130£/130° ~44(-504) _ ~130158 _ 35
8 8 —36,No valida

Anchura del paseo = x = 3,5 m.
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@D Un trozo de alambre de 20 m de largo se corta en dos trozos, de manera que la suma
de los cuadrados de las longitudes de cada trozo es igual a 202 m?. Encuentra la longitud de
cada trozo.

— .
X | 20-x (Primer trozo)? + (2° trozo)? = 202
X? + (20-x) = 202; X + 400 — 40x + x* = 202; 2x* — 40x + 198 = 0; x* — 20x + 99 = 0, ecuacion
que resolvemos:
(- 20£y(-20y"-499 20+2
= 5 == 5=

11
{9} Las longitudes de los trozos son 9 my 11m.

Comprobacion: 92 + 11?2 = 81 + 121 = 202 m?

@D De todos los rectdngulos con perimetro igual a 100 m, encuentra las dimensiones del
que tenga drea mdxima. (Aclaracién: Se trata de hallar el vértice de la funcion cuadrdtica

que expresa el drea.)
Si el perimetro mide 100 m, la mitad 50 m es lo que miden la base y

la altura, si llamamos a la base x, la altura es 50 — x y su area = x(50 — x)
y = 90x - X2,
- _ b 50 ]
Vértice x = -—=—-——=25m, como cabia esperar el
2a 2:(-1)
S0 —x rectangulo de area maxima es el cuadrado de lado | = 25 m.
Altura = x | Base = 50 — x Area
10 40 400
15 35 525
20 30 600
25 25 625
24 26 624

Otra forma es representar la funcién area y ver su maximo:

- 48 -

TR /\

< 4B@

o \,
1128 / Bl — 32 %

1 E'WI} 'Il"-."
| j_s'rg. . l Y.

{ |
1 Fu o o :
4 \ -
-7 ¥oo14 21 |E8 3% 42 4%, L6
."lll- -8 \\

AR ARG R M N
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Un labrador quiere construir una cerca rectangular para su perro; para ello dispone de
10 m de tela metdlica. ¢Qué dimensiones habrd de tener la cerca para conseguir que el drea
sea mdxima?

Si puede aprovechar uno de los lados de la cerca construyéndola aliado del garaje,
¢qué dimensiones habrd de tener la cerca para que el drea sea mdxima?

Area = base - altura = (5 — x) x = -x? + 5x.
W
Para hallar el maximo calculamos la x del vértice:

Ho—x
x:—iz—i:§:2.5m
2a 2(-1) 2

Ha de ser un cuadrado deladox =2.5m

Si en uno de los lados no necesita poner tela metalica porque
usa la pared del garaje, y llamamos x al lado menor ( ver dibujo
adjunto), la base medira 10 — 2x y el area

% Area =base - altura = (10 — 2x ) x = -2x* + 10 x
Calculamos él veértice:

10— 2x
xo-2 10 _10_5 55,

2a 2:(-2) 42
La altura sera la misma pero la base ha de medir 10 —-2x=10-2:25=10-5=5m, el
doble de la altura, luego ahora debe construir un rectangulo de 5 m x 2.5 m para tener area

maxima.

Una avioneta vuela entre Cddiz y Ceuta. Su altura de vuelo viene dada por la siguiente
férmula:

—  h(t) = 800 t - 30+°
_ 7| donde h(t) es la altura de la avioneta en metros
a los t minutos de haber despegado de Cddiz.
Representa la grafica para determinar:

a) Altura a la que la avioneta inicia el
descenso.

b) ¢Cudnto dura el vuelo?

a) Se nos pide la h correspondiente al vértice:

t —-P 000 80044 in luego h(10) = 800 - 10 — 30 - 10% = 8 000 — 3 000 = 5 000

" 2a  2(-30) 60
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b) Ahora se trata de hallar cuanto vale el tiempo para el cual h = 0 ( esta en el suelo y no
esta volando), para lo cual sustituimos h por cero y resolvemos la ecuacion de 2° grado
incompleta resultante:

t=0
800 _80

2 — N. —
800t — 30t ‘O’t(800‘30t)‘03{80030t—0@30t—800:>t =5 min =267 min

Es decir se halla en el suelo, cuando despega ( tiempo =t = 0) y cuando aterriza
después de 26,7 min.

CUESTIONES PARA ACLARARSE

Escribe la ecuacion de una pardbola que tenga el vértice en el punto V(4, -2).

Evidentemente hay infinitas parabolas con vértice en un punto dado.
La ecuacién de una parabola es la funcién cuadratica de la forma:

y=ax’ +bx+c

que tiene tres incognitas ( a, b, ¢), para la cual disponemos de dos ecuaciones, lo que nos da
un sistema compatible pero indeterminado:

V(4-2)=>16a+4b+c=-2
Si fijamos un parametro, llamando ¢ = A, y resolvemos el sistema

X :—£=4:>8a+b:0
2a

\

en funcidn de ese parametro tendremos la infinitas soluciones:

16a+4b=-2-1
16a+4b=-2-1 -32a-4b=0 2+ A 2+) .,
& —a= =>b=- la solucion es pues:
8a+b=0 16
—-16a=-2-1

2+ )\ 2+A
a=——b=-

16 2

parabolas que tiene el vértice en V(4, -2). Como se nos pide una:

,c:xjy dando valores al parametro vamos obteniendo las infinitas

c=A=14,a=1,b=-8 queseriay=x>—8x+ 14

RO Sy %% St o
O SR

) cas QTR QT
592 i:‘x%v @ A,

&8

Escribe la ecuacion de una pardbola que tenga por eje de simetria la recta x = - 3.
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Hay también infinitas parabolas, las que cumplen x =-3 = —23 < b =6a y c cualquiera,

por ejemploy = x* + 6x + 5

@® De las siguientes funciones, indica, sin hacer ningin cdlculo, las que estdn abiertas
hacia arriba y las que estdn abiertas hacia abajo:

a)y=3(x+2)°+3

b)y=-4%x°
e)y=-12(x+3)°-1
d)Y=x%+3

En una parabola de ecuacién y = ax? + bx + ¢, si a < 0, esta abierta hacia abajo y si a >
0, esta abierta hacia arriba.

a) y =3(x*+4x +4)+3=3x*+12x + 15,como a = 3 >0, parabola U.
b) y=-"%x? a=- %, parabola N.
€) y=-12(*+6x +9)—1=-12x* - 72 x - 109, como a = - 12 < 0, parabola N.

d)y=x*+3,a=1>0, parabola U.

@YD Dadas las funciones cuadrdticas de ecuacidn:

a)y=2x°+3
b)y=%(x-1)°+2
e)y=3x*-11

d) Y=-12x?-5x+1
Ordénalas de mds a menos abiertas.

La abertura depende inversamente del orden del coeficiente a: 1/2 <2 < 3 <12, luego el
orden seria b) >a) >e¢) >d).

@@ Sin necesidad de realizar ningtn cdlculo, indica cudl es el punto de corte con el eje de
ordenadas de las siguientes pardbolas:

a)y:2x2+3
b)y=1/2(x-1y+2
e)y=3x*-11

d) Y=12x?-5x +1

Matematicas 4° - Opcion B — 5[]



Uridnd 13 - FUNCIONES CUADRATICAS L 15

El punto de corte con el eje vertical ( ordenadas) es x = 0 e y = f(0):
a) (0, f(0)) = (0, 3).
b)y="%(x*=2x+1)+2="%x*—x+ 5/2, el punto de corte es (0, 5/2).
c) (0, - 11).
d) (0, 1).
ERERE L L R L SR

@M De las siguientes pardbolas, indica cudl tiene el coeficiente de x* menor y cudl mayor.

| YI |"
, - L W
"-1 ,—"a:} La abertura es b) > a) luego el orden de los coeficientes de x* es el b)
1\ | o menor que el de a).
\ -8
\ I/
l'-.1':'-,. I."J ,rl
Ny //
e R =
O| 1

S e s deslerer Sl e e B e
@ Dibuja tres pardbolas que corten en dos, uno o ningdn punto al eje de abscisas.

y = x* — 5x + 6 corta al eje de
abscisas en dos, y = xX* = 2x + 1 lo
cortaen 1y =x?+x+ 1 en ninguno ya
que sus discriminantes son
respectivamente A>0,A=0,A<0.
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Escribe la ecuacién de las siguientes pardbolas, sabiendo que el coeficiente de x° es la

unidad,
¥\ .'
|"-.. ."Ih'} a) y = x* + bx + ¢, como tenemos dos incognitas necesitamos
[ \ dos ecuaciones, V(-2, -1) luego —2 = —%:b =4aycomo a =
1+ {
T —01—7'5-% ——— 1, b = 4 y sustituyendo las coordenadas del vértice tenemos c, -
| A 1=4+4:(-2) + ¢, c = 5, la ecuacion de la parabola a) es y = x* +
Y 4x + 5.

b) y = x* + bx + ¢, como tenemos dos incdgnitas necesitamos
dos ecuaciones, V(3, -2) luego 3 = —23 =b=-6aycomoa=1,
a

b = -6 y sustituyendo las coordenadas del vértice tenemos ¢, -2 =9 - 6-3 + ¢, ¢c =7, la ecuacion
de la parabola b) esy = x* - 6x + 7.
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