Temald-Geometria analitica £ 2

ACTIVIDADES (P4gina 191)

@ Representa los vectores AB y CD, siendo A(L, 1), B(-2, 7), C(6, 0), D(3, 6) y observa que son
iguales. Comprueba que AB =CD hallando sus coordenadas. Calcula su mddulo.

B
AB=B-A=(-2,7) = (1, 1) = (-3, 6)

CD=D-C=(3, 6)— (6, 0) = (-3, 6)

=\x2 +y? = [(-3)% +6% =/45 =|CD

AB

\,

1

C x

@ Tenemos tres puntos de coordenadas; A(3, -1), B(4, 6), C(0, 0)

Halla las coordenadas del punto D para que lo vectores AB y CD stan iguales.

Si llamamos a D(x, y), para que los dos vectores sean iguales han de tener las mismas
componentes, es decir ha de cumplirse :

B-A=D-C,(4,6)-(3,-1)=(x,¥)—-(0,0), (1,7)=(x,y),x=1,y =7, el punto D(1, 7).

ACTIVIDADES (Pagina192)

@ a) Representa los vectoress u=AB, v=BCsiendo A(1, 3), B4, 5), C(6, -2). Halla sus
coordenadas.

b) Representa u+vy halla sus coordenadas.
¢) Representa 3u,—2vy Ov Y halla sus coordenadas.

d) Representa y halla las coordenadas del vector 3u-4v,

a) Las coordenadas son:
U=AB=B—A=(4,5)—(13)=(3 2)
Vv=BC=C-B=(6-2)—(45) = (2 -7)
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c
¥
b) u+v=(@3, 2) + (2, -7) = (5, - 5), por el extremos de B
u dibujamos v y uniendo el origen del primero con el
extremos del segundo tenemos el vector suma, cuyas —
componentes obtenemos sumando algebraicamente L
componente a componente.
A
—
1 X
1
— =
U+
c)

3u =3(3, 2) = (9, 6), ponemos 3 veces

uuna a continuacion de las otras ya que
g un producto ni es mas que sumar un factor
tantas veces como indica el otro.

y —2u =-2(3, 2) = (-6, -4), ahora colocamos

dos veces el opuesto de u.

P . 0v=0(2,-7)=(0,0)
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d)

3u-—4v =3(3,2) - 4(2, -7) = (9, 6) — (8, - 28) = (1, 34), colocamos 3 veces U

y 4 veces el opuesto de v y después unimos el origen con el extremo.

ACTIVIDADES (raginai93)

@ Dibuja en tu cuaderno dos vectorss u y v que sean,
aproximadamente, como los de la derecha, y obtén graficamente ;

el vector —5u+3v.

Empezamos poniendo 5 veces el opuesto de u y por su f

extremos 3 veces v ytenemos —5u+3v.

@ u(-5, 8), v(-41, -10), w(3, 6).
a) Halla las coordenadas de 3u-2v+10w.

b) Awverigua el valor de x ¢ y para que se cumpla que xu+yw=v.

a) 3u—2v+10w = 3(-58) - 2(-41-10) +10(3,6) = (-15,24) +(82,20) + (30,60) = (97,104)
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10x — 6y =82
. -5x+3y=-4100 |8x+6y=-10
b) xu+yw=v < x(-58)+Yy(3,6) =(-41-10) -
) xu+y (58)+¥(38)=(-41-10) = 4 o " 10
18x =72

~41+5x _-41+20 _
3 3

ACTIVIDADES (raginai94)

X =72/18 =4, luego y = 7

@ Halla las coordenadas del punto medio de los siguientes segmentos:

a) A(-2, 5), B(4, 1) b) P(7, -3), Q(-5, 1) ¢) R(1, 4), S(7, 2)d) A(-3, 5), B(4, 0)

Las coordenadas del punto medio de un segmento se hallan haciendo la semisuma de
las coordenadas de los extremos:

— + —
| XM:XA;‘XB: 22+4=1 ) XM:XP2XQ:725:1
a = M(1 3). =M1, -1
yM:yA+yB:5+1:3 (13) y _yP+yQ:—3+1__1 -
2 2 M 2 2
c) . 2 2 — M(4, 3) d) ) 2 2 2 5 M(1, 3)
_YrtYs _4+2 _, ’ Yatys _5+0_5
M= T T M= T T2

@ Halla las coordenadas del punto simétrico de A respecto de P en los siguientes casos:
a) A4, -1), P(-7, 2)
b) A2 4), P(5, -1)

Si A'(X, y) es el punto simétrico buscado, se cumplira que P sera el punto medio del
segmento AA':

xp = XA Xn g AYX L iaza4x o x=-18
a) 2 42 ~ A'(-18,5)
yﬁ%ozz Y e 4=-1+y = y=5
XP:M - 5:2+X = 10=2+X = X=8
b) y fy | Fry ~ A'(8,-6)
Yp = AT o ml= %« 2244y - y=-6
Matematicas 4 opcion A - ANAYA
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ACTIVIDADES (pagina195)

@ Comprueha si R(2, 7), S(5, -1) y T(15, -25) estan alineados.

Si estan alineados RSy ST han de tener la misma direccion, es decir las componentes
proporcionales:

RS=S-R=(5-1)-(27) = (3-8) 3
10

B = —% -8 = los puntos R, Sy T no estan alineados
ST =T-S = (15,-25) - (5,~1) = (10,-24) 24

@ Awerigua el valor de a para que los puntos R(2, 7), S(5, -1) y Q(a, -25) estén alineados.

Si estan alineados RSy SQhan de tener la misma direccion, es decir las componentes
proporcionales:

=14

RS =S-R =(5-1)-(27)=(3,-8) 3 _-8 _40+72
a-5 -24

- =—— o -8a+40=-72 = a=
SQ=Q-S=(a-25)-(5-1) =(a—-5-24)
Para que R, Sy Q estén alineados a = 14.

@ Dados los puntos A0, 1), B(2, 5), P(x, y), averigua qué relacion deben cumplir x e y para
que P esté alineado con A y B.

AB =B -A =(25)-(01) =(2,4) 2 _ 4
Xx-2 y-5

: — = = 2y-10=4x-8 = y=2x+1
BP =P -B=(xy)-(25)=(x -2,y -5)

Para que A, B y P estén alineados se debe cumplir que y = 2x +1, por ejemplo, six =1,y
=3,six=0,y =1, etc.

@ Awverigua el valor de t para que A(1, 2), B(7, -11) y C(t, 2t) estén alineados.

{AB =B-A=(12)-(7-1)=(-613)  _ -6 _ 13 15 _6=13t-91 - 25t=-25

BC=C-B=(t2)~(7-11) =(t-72t+11) ¢/ 2+l

luego t = 25 -1
25
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@ En la figura de la derecha ¢c6mo es
posible que el rectangulo, que tiene 5 x 13 =

. i ! W7
65 cuadritos, se pueda descomponer en los
mismos cuatro fragmentos que el cuadrado, i /
que tiene 8 x 8 = 64 cuadritos? El secreto i : 73

estd en que los puntos OABC no estan
alineados.

Compruébalo tomando O(0O, 0), A(5, 2), B(8, 3), C(13, 5) y probando que el vector OA 1O s

paralelo al vector AB.

i)

OA=A-0=(52)-(00)=(52) 5,2 44 puntos O, Ay B no estan alineados

AB =B -A =(83)-(52) = (31)

OC=C-0=(135)-(00)=(135)_ 13

8 % > = los puntos O, A, By C no estan alineados
AB=B-A=(83)-(52)=(32)

ACTIVIDADES (Pagina196)

@ Halla la ecuacion de la recta que pasa por:

a) A(1, 3), B(5, 5) b) A(1, 6), B(8, -2)
a)
o Hallamos el vector director _
V=AB=B-A=(55)-(13)=(42) y la pendiente S SRR R
_2_1
472 -

O Escribimos la ecuacion de la recta, tomando como
punto uno de los dos, el A, por ejemplo:

b)
Q Hallamos el vector director 4
V=AB=B-A=(8-2)-(16)=(7-8) y la pendiente
_-8
7

O Escribimos la ecuacion de la recta, tomando como punto
uno  de los  dos, el A por  ejemplo:
r=y=yp +m(X_Xo)=y:6+7(X‘1) < y:—7x+?

Matematicas 4 opcion A - ANAYA
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@ Halla la ecuacion de la recta que pasa por (7, -5) y tiene

B 7

por vector direccion (7, -4).

Si el vector de direccion es (7, -4), la pendiente de

4
r=y=-5-—(x-7)=-
y S (x=7)

7. 5™

@ Halla la recta paralela a 5x - 6y + 14 = 0 que pasa por
(0, -3).

La recta paralela a la dada tendré de ecuacion 5x —
6y + k = 0, en donde desconocemos el término
independiente k, lo calculamos sustituyendo el punto por
el que pasa, cumple la ecuacion de la recta, y despejando
K:

5:0-6:(-3)+k=0; 18 + k=0; k =-18, luego la ecuacion
de la recta pedida es 5x — 6y — 18 =0

@ Halla la recta paralela a 5y - 10 = 0 que pasa por (2, 4).

4 . .
la recta m :7 y la ecuacion de la recta pedida:

ix—l
7

La recta paralela a la dada tendra de ecuacion 5y + k = 0,

y-4%0 4 A2, d) en donde desconocemos
' L]

el término independiente Kk, lo

calculamos sustituyendo el punto por el que pasa (2, 4), cumple
la ecuacion de la recta, y despejando k:

Sy -10=0

54+k=0;20+k=0; k=
pedida es 5y — 20 =0, o su eq

ACTIVIDADES (Pagina197)

-20, luego la ecuacion de la recta
uivalentey —4 =0

@ Da tres vectores perpendiculares a (-6, 1),

Un vector perpendicular a otro dado a(a, b) es de la forma (-kb, ka),

o (kb, -ka) luego los vectores pedidos son:

V1 =(1,6), v, =(-1,-6) y v; =(2, 12)

Matematicas 4 opcion A -
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@ Halla la ecuacion de la recta que pasa por P (2, -5) y es perpendicular al vector \7(5, 7).

Si el vector perpendicular es (5, 7), un vector director es (7, -5) y la pendiente de la recta

buscada m = —g y la ecuacion de larecta y =-5 —g(x -2) s y= —gx —275
@ La recta r pasa por (3, 0) y la recta s, por (-5, 3). Ambas son perpendiculares a 4x + 2y -

7 = 0. Halla sus ecuaciones.

7 —4x

Delarectadx+2y—-7=0=y= 5

7 . .
=-2X +§’ luego la pendiente es m = - 2 y la pendiente
. . , 1 .
de cualquier recta perpendicular sera: m; :E y por lo tanto las ecuaciones de las rectas
pedidas sera:

1 1 3 1 1 11
r=y=0+=(x-3)==X—— S=y=3+—(X+5)==—x+—=
y 2( ) SX75 y 2( ) S X+

ACTIVIDADES (pPaginai98)

@ Representa r y s y da tres vectores paralelos y tres perpendiculares a ellas; r:5x-7=0 s:3+4y=0

r:5x-7=0
1_
0
|4 |3 I2 I-1I-|:| |l1 |2l|3 |4 |5 IE I? 1
s:3+4y=0

O Como r : 5x — 7 = 0, es vertical, vectores paralelos son uﬂl(O,l),u;(0,2)yu;(0,—1) y

vectores perpendiculares \71(l0), vq2(2,0) qug(—lO) .

O Como s : 3 + 4y = 0, es horizontal, vectores paralelos son sl(],O), s; (20)y S;(‘lO) y

vectores perpendiculares V\71(O,1), V\72 (0,2) yvx73 (0,-1).

Matematicas 4 opcion A - ANAYA
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@ Las rectas r y s pasan por ¢l punto (5, -3). r es paraltla a 5y + 17 = 0, y s ¢
perpendicular a ella. Representa r y sy da sus ecuaciones.

La recta paralela tendra de ecuacién 5y + k = 0, que como pasa por (5, - 3) cumplird -15
+ k=0, luego k =- 15, y la ecuacién 5y — 15 =0, es deciry — 3 = 0.

La recta perpendicular sera vertical y pasa por el punto (5, -3), su ecuacion es x =5, 0 x
-5=0.

*1 By+17=0

ACTIVIDADES (ragina199)

@ s:4x-6y-2=0, P(5, 2). Halla las ecuaciones de r, y r, sabiendo que
r, pasa por Py es paralela a s.
r, pasa por Py es perpendicular a s.

U La recta r;, al ser paralela a s, tiene la ecuacién 4x — 6y + k = 0. Hallamos k
sustituyendo las coordenadas del punto P(5,2),4 5-6-2+k=0,20-12+k=0,k=-8, la
ecuacion es pues r;: 4x — 6y — 8 = 0, o simplificando r;: 2x — 3y =4 = 0.

U La recta r,, al ser perpendicular a s, tiene la ecuacion 6x + 4y + k = 0. Hallamos k
sustituyendo las coordenadas del punto P(5, 2),6 5+4 -2+ k=0,30+8+ k=0, k=-38, la
ecuacion es pues rp: 6x + 4y — 38 = 0, o simplificando ry: 3x + 2y — 19 = 0.

Matematicas 4 opcion A - ANAYA
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@ Halla ¢l punto donde s cortan las rectas r y s, y represéntalas:
rax-ey—-2=0
S:2x+7y-31=0

Para hallar el punto de corte, resolvemos el sistema formado por sus ecuaciones:
-2X+3y+1=0

4K -6y —-2=0 7] 2X+7y—-31=0
y 0 y y=20 235 2x+21-31=0 = x=5
2x+7y-31=0 3. 10

10y -30 =0

2x+Ty-31=0 -
2 J,,,x"'j{E, 2)

||||||||||||||||||||||

ACTIVIDADES (Pagina 200)

@ Calcula, en cada caso, la distancia entre Ay B:

a) A(-3, 15), B(2, 3) b) A(7, 4), B(11, 7)
¢) A(-2, 13), B(10, 1) d) A(-2, 15), B(10, -20)

a) d(A, B) = | AB |=y/(xg - X, +(ys —ya ) =4/(2+3)2 +(3-15)? =+/25+144 = /169 =13

D) d(A, B) = | AB=(xg =xa )’ +(ys —ya) =yA1-7)* +(7-4)? =16 +9 =25 =5

€) d(A, B) = | AB|=/(xg — X, +(ys Y ) =410 +2)% +(1-13)? =144 +144 = /288

d) d(A, B) = | AB|= \/(xB ~xp P +(yg —ya)? =410 +2)% +(-20 ~15)2 =144 +1225 = 1369 = 37

Matematicas 4 opcion A - ANAYA
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@ Halla las longitudes de los lados del tridngulo cuyos vértices son A(3, -6)B(11, 9) y C(11,
0).

AB =d(A, B)=|AB|= \/(xB —xp )+ (Ve —Va)? =y(11-3)2 +(9 +6)2 = /64 + 225 =274 =17.
BC =d(B, C) = |BC |=y/(xc —xg)? + (¥ -~ ¥c)* =y(11-12)2 +(9-0)2 =0 +81=81=9.
AC =d(A, C) = |AC|= \/(xc —xa )+ (Ve ~ya ) =4/(11-3)2 +(0+6)2 =64 +36 = /100 =10.

@ Calcula y para que la distancia de A(7, y) a B(-5, 1) sea igual a 13.

d(A, B) = |AB|=(xs ~xa )2 +(v5 —ya)? =(-5-7)2 +(1-y)? =122 +(1-y)? =13, si elevamos
al cuadrado ambos miembros: 122 + (1 —y)? = 13%; (1 —y)>= 169 — 144 = 25; 1 —y = 5, es decir
y = -4y la otra solucion 1 —y = -5con lo que y = 6

EJERCICIOS DE LA UNIDAD

PRACTICA

\Vectores y puntos

@ Dados los puntos A(-2, 0), B(O, 4), C(5, 2) y D(3, -4) halla las condenadas de los
vectores AB, BC, CD, DA, AC y BD.

AB=B-A=(0,4)—(-2,0)= (2, 4)

BC=C-B=(5,2)-(0,4)=(5,-2). ;f
CD=D-C=(3,-4)—(5,2) = (-2, -6). /5’ : >
DA=A-D=(2,0) (5, 2) = (-7, -2). et

i d

AC=C-A=(52)—(-2,0)=(7,2) 2Ty

BD=D-B=(3, -4) - (0, 4) = (3, -8). i ‘r

Matematicas 4 opcion A - ANAYA
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@ Las coordenadas del vector AB son (-3, 2). ;Cudles seran las coordenadas de B si las de A
son (3, -3)?

—3=X+3 = X=-

6
luego B(-6, 5)
2=y-3 = y=5

AB=B-A - (-3,2)=(x,y) + (3, -3) 3{

@ a) ;Cuales son las coordenadas de los vectores u y v ?, l
-

b) Dibuja el vector u+ vy di cuales son sus coordenadas. L

a) Las coordenadas (componentes) de un
vector son las longitudes recorridas desde el punto -
origen al extremo en horizontal y vertical, como para
llegar desde el punto origen al extremos del vector
hemos de recorrer 7 hacia la derecha y 3 hacia abajo

las componentes de u son( 7,-3)y las de v O, -3).

b) u+v =(7,-3) +(0,-3) = (7,-6)

@ Dados los vectores u (4, -2) y v (-2, -1)

= IR - 1ﬁ =
a) Representa los vectores u+ v; u-viouy —-3v Y halla sus coordenadas.

b) ¢Cuales son las coordenadas del vector w =2u+3v?

a)
B, o | & .
T L T T T T L3
= 4 [ ¥ ™ ] — —+ A I
— 1 — ¥ _ -~ = =
u 15
el e’ ag 2
U+ % i :'I..-"'.-n'
-4 |
B
-
—El'll'
E-%
L
i 1 L

Matematicas 4 opcion A - ANAYA
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U+v =(4, -2) + (-2, -1) = (2, -3), U-V =(4, -2) - (-2, -1) = (6, -1), %G :%(4,—2) = (2,-1)

—3v =-3(-2-1) = (6,3)

D) w=2u+3v =2(4,-2) +3(-2-1) = (2-7).

@

—

a) Representa los vectorss u=2x+y+zy v=-x+4y-2z siendox (2, 2), y(3, 0) vy
z(1- 2).
b) Halla las coordenadas de u y v y comprueba si son iguales.

a) u=2x+y+z=2(2,2)+(3,0)+(1,-2) = (4 4) +
(3,0) + (1, -2) = (8, 2).

—

V=-x+4y-27=-(2,2) +4(3,0) = 2(1, -2) = (-2, -2) + (12, 0) + (-2, 4) = (8, 2).
b) Luego u =(82)=v

@
: BI04
a) Halla los puntos medios de los segmentos AC y BD. /{7'[ k)
b) Halla las coordenadas de los vectores AB y DC y comprueba que Ao 0
son iguales.

Matematicas 4 opcion A - ANAYA
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_XptXe _—3+4 1
a) AC > 2 2 2 M =2

y :yA+yC:O+4:2 2

M 2 2
_XgtXp _0+1_1

WMITTTTT T (L |

BD = :M(—,Zj, es el mismo punto pues es el punto en

_yB+yD_4+O_2 2

=T T T

donde se cortan las diagonales del cuadrilatero ABCD y punto medio.

b) AB=B—A=(0,4)—(3,0)=(3,4). DC=C—D = (4, 4) — (1, 0) = (3, 4).

@ EI punto medio de un segmento es M(O, -3) y uno de sus extremos es (7, 2). ¢Cual es el otro
extremo?

XM:—XA+XB = 0=7+X «0=7+X = xX=-7
2 22+ - B(-7.-8)
yu=22Ye o 3=2"Y _ g=2+y . y=-8

2

@Halla, en cada caso, el punto simétrico de A(-3, -5) respecto de:

a) P(-2, 0) b) Q(2, -3) ¢) 0(0, 0)
_ Xa +tXp _~3+Xx _ _
Xp =——50 o —2= e —4=-3+X = X=-1
a), 2 2 - A'(-15)
ypz%902_5+y90:—5+y@y:5
Xpa +Xa -3+Xx
b) y fy _25+y - A(7,-1)
Yo 5 > y =y
Xp +Xa -3+X
Xg=—2—"A 0= - 0=-3+Xx = x=3
C) © 2 2 - A'(3,5)
yO:yA-;yA' @0:_5+y@0:_5+y®y:5

Matematicas 4 opcion A - ANAYA
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@
a) Determina las coordenadas de los puntos M, N y P que son
los puntos medios de los lados del triangulo ABC

b) Halla las coordenadas de los vectorss MN, MPy PN
comprueba prueba que : Al-4. -2

MN=1ac:MP=1BcypPN=1AB
2 2 2

XptXg _—4+(-) __5

XM = Py 5 1
a 2 2 2_p-21
M 2 2 2
xN=XB;XC=_12+3=1
= NI10
y :yB+yC:3+(_3):0 ( )
N 2 2
PTT2 2 2 jp(_l_ﬁj
y _YatYc _—2+(3)__5 2" 2
P 2 2 2
b)
51) (7 1) 1 - 1 1 7 1
MN =N-M = (10 22zl L-Z]==ACc==(Cc-A 3,-3) — (—4,~2 7-1)=| L -=
<1>[22j (2 ij L(c-A)=2(3-9)- (-4-2)= 1 )(2 Zj

MP=P-M= ( E—E]—[—g,%j:(z,—s):%Bc %(C B)= ((3—3) (-13)) = (4 -6)

(2-3)

I\)

L 5135 ag=tg-n)=t(-13)-(-4-2))=L(35)=[ 3.2
PN=N-P =(10)- ( > Ej (E’E)‘EAB 5 B-A)=2(-13)-(-4-2) = (35) ( , )
D@ Averigua el valor de k para que se cumpla: (g,—zj =k(-3,5)

6

5 2=-3k e k=-
(—,—2] =k(-35) = {°
S ~2=5k « k=-

[GERSYGERN)

Matematicas 4 opcion A - ANAYA
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—

D® Dados los vectores 6(3, 2), \7(x, 5) y'w(8,Y), calcula x ¢ y para que se verifique;

- - - 6-x=8 = x=-2
2U-V =W < 2(32)-(X5)=(8,Yy) - (6—x,—1):(8,y):>{ Xl X
y=-
M@ Comprueba, en cada caso, si los puntos dados estan alineados:

a) A(-1, 3), B(-2,2), C(-4, -2)

N | Ol
N

b) A(la 0)! B(_S! '2)1 C(57 2)
Para que A, By C estén alineados AB =k AC
- 51 3 5
AB=B-A=|-—— = |-(-13)=| ——=,—— - -
( 2 2) 3) ( 2 2) - ACz(—S,—5)=2AB:2(—g,—gj Si  estan

AC = C-A = (-4,-2) - (-13) = (-3,-5)
alineados.

a)

v 4

b) |AB=B-A=(-3-2)-(10)=(-4-2) -4 _ -2
AC =C-A =(52)-(10) = (4,2) 2

D@ Calcula m para que los puntos R(5, -2), S(-1, 1) y T(2, m) estén alineados.

Para que los tres puntos estén alineados, las componentes de los vectores RS y RT han
de ser proporcionales:

RS =S -R =(-11) - (5-2) = (-6,3) _"6_3
RT=T-R=(2m)-(5-2)=(-3m+2) 5 M*2

= 2m+4=3 = m:—1
2

Rectas o2 \es o]

D@ Escribe la ecuacion de las siguientes rectas:
a) Pasa por (-4, 2) y su pendiente es 1/2 . A
b) Pasa por (1, 3) y su pendiente es -2, P
¢) Pasa por (5, -1) y su pendiente es 0.16 g
Utilizamos la ecuacion de la recta en forma ; ]\

punto( Xo, Yo)-pendiente(m): R o il R - \
L LR BN FA R L

Y — Yo =m(X — Xo) AT RN

Matematicas 4 opcion A - ANAYA
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a)y—2=(12)(x+4);2y—4=x+4;y= %x +4,x—2y+8=0.

D)y-3=-2(x-1);y—-3=-2x+2;y=-2x+52x+y—-5=0.
C)y+1=0(x—-1);y+1=0;y=-1; y+1=0.

M@ Da un vector direccion y la pendiente de la recta que pasa por A y B en los siguientes
casos.

a) A(-1, 0) B(O, 3)
b) A0, -2) B(5, -2)
¢) A(-2, 3) B(4 -1)

Un vector director de la recta que pasa por dos puntos Ay B es v =KAB.

a) V=AB=B-A =(0,3) -(-10) =(1,3), cualquier vector de la forma( k, 3k), con k = n°
real, serd un vector director de la recta que pasa por A y B y por supuesto el (1, 3) que se
obtiene para k = 1.

b) v=AB=B-A=(5,-2)—(0,-2) = (5, 0), recta horizontal.
€) v=AB=B-A=(4, -1)— (-2, 3) = (6, -4).

MD® Halla la ecuacion de cada una de las rectas del ejercicio anterior. Escribela en forma general.

Dado un vector director v(v,,v,) y un punto A(xa, ya), hallamos la ecuacion de la recta
mediante la ecuacién “punto-pendiente”: y = ya + m(x — Xa), en donde la pendiente m = v,/v;

a) y:yA+V—2(x—xA):>y:0+%(x+1):3x+3 = 3x-y+3=0
Vi

b) y:yA+V—2(x—xA):>y:—2+%x:—2+0-x:—2 - y+2=0
Vi

C) y=y, +V—2(x—xA):>y=3+%4(x+2):3—§(x+2) o 2x+3y-5=0
Vi

MD® Escribe la ecuacion de las siguientes rectas:

a) Pasa por (1, 3) y tiene por vector direccion 8(2, -1).
b) Pasa por (-2, 1) y tiene por vector direccion d (-1, -3).
¢) Pasa por (3, -2) y tiene por vector direccion d (2, 0).
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Usamos el mismo procedimiento del ejercicio anterior y que se nos da un punto y un
vector director:

8) Y =ya +2(Xx=Xp) S Y =3+ Z(x=1 =32 (x=) = x+2y=7=0
Vi

D) y=y, +V—2(x—xA):>y=1+_—i(x+2):1+3(x+2):3x+7 = 3x-y+7=0
v, -

€) Y =ya + 2 (X=X Sy =2+ (X =8) = 2+0(x~3) =2 = y+2=0
Vi

D@ Halla la ecuacion de las siguientes rectas:

a) Paralela a 'y = -2x + 3 y pasa por (4, 5).
b) Paralela a 2x - 4y + 3 = 0 y pasa por (4, 0).
¢) Paralela a 3x + 2y - 6 = 0 y pasa por (0, -3).

Si una recta es paralela a otro dada r: AX + By + C = 0, su ecuacion sera de la forma Ax
+ By + K = 0, ya que al ser paralelas tienen el mismo vector director ( misma pendiente =
mismo angulo con el eje horizontal).

a) y = - 2x + k; si sustituimos el punto (4, 5), podemos hallar k: 5 = -2-4 + k; k = 13 y la
recta pedidaesy=-2x+13,0sea2x+y—-13=0.

D) 2x — 4y + k = 0; si sustituimos el punto (4, 0), podemos hallar k: 2-4 — 4.0+ k= 0; k = -8
y la recta pedida es 2x - 4y — 8 = 0, y dividiendo por 2 la ecuacién queda x — 2y — 4 =0.

€) 3x +2y + k = 0; si sustituimos el punto (0, -3), podemos hallar k: 3-0 + 2:(-3)+ k= 0; k =
6 y la recta pedida es 3x +2y + 6 = 0.

D@ Escribe la ecuacion de la recta que pasa por el punto Py es perpendicular al vector v, en
los siguientes casos:

a) P(-7, 2) v(2 1)
b) P(4, -3) v (-5, 4)

—

¢) P(5 1) v (1-3)

Si el vector perpendicular a una recta es v(v,,V,), el vector director sera (- vo, v1) y por

tanto la ecuacion de la recta pedida sera de la forma vix + vy + k = 0, en donde, para hallar el
valor de k sustituimos el punto por el que pasa.

a)2x+y+k=0;2(7)+2+k=0; k=12, luego la ecuacién es 2x +y + 12 = 0.
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D) -5x + 4y + k = 0; -5-4 + 4-(-3) + k = 0; k = 32, luego la ecuacion es -5x + 4y + 32 =0
€) -x-3y+k=0;-5-3+k=0; k=8, luego la ecuacién es -x -3y + 8 =0

@@ Calcula la pendiente y un vector direccion de una recta perpendicular a la que pasa por
A3, 1) y B(-5, -1).

Si pasa por Ay B, un vector director sera V=AB=B-A =(-5,-1)-(3,1)=(-8,-2) = (4,
1) y la pendiente m = % luego de su perpendicular, el vector director sera v:/(-l, 4) y su

pendiente m’ = -4.
@@ Escribe la ecuacion de la recta que pasa por (-3, 0) y es perpendicular a 3x -y + 6 = O.

Si es perpendicular a 3x —y + 6 = 0, su ecuacion sera x + 3y + k = 0 y, como sabemos
gue pasa por (-,3 0), sustituyendo hallamos k:

-3+30+k=0;-3+k=0;k=3,ylaecuacibnesx+3y+3=0

@@ Dados los puntos A(-3, 2) y B(5, 0) halla las ecuaciones de las rectas siguientes:
r. pasa por Ay es perpendicular a AB.

s. pasa por By es perpendicular a AB.

El vector AB =B - A =(5,0)-(-3,2)=(8, 2) =(4, -1) es perpendicular a las dos rectas,
luego:
Ur:4x-y+k=0;y sustituyendo A(-3, 2), 4:(-3) -2+ k=0,-14 + k=0; k =14, y por
tantor: 4x -y +14 = 0.

U s:4x-y+h=0;y sustituyendo B(5, 0),45-0+h=0,20+h=0; h=-20, y por tanto
S:4x-y-20=0.

@@ Representa las rectas 3x + 6 = 0y 2y - 5= 0 y halla su punto de interseccion,

ef El punto de corte es el punto comun entre amabas rectas, que se
obtiene resolviendo el sistema formado por las dos ecuaciones de
las rectas, en este caso concreto, es mas sencillo pues cada recta
s6lo depende de una variable, la primera es vertical y la segunda
horizontal, despejando tenemos:

1] 3X+6:O®x:—§:—2

5 el punto es ( -2, 5/2)

t 5 I i o 2y—5:()‘=.2y:5.:,y:E
1
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@@ Escribe la ecuacion de una recta perpendicular a r y que pase por (4, -3) en los siguientes
casos.

a) r. 2x+7-0
b) s y+4-0

a) r es vertical, luego su perpendicular seré horizontal, de la forma y + k = 0, como tiene
gue pasar por (4, - 3),-3+ k=0, k=3, suecuacibnesy + 3 =0.

D) s es horizontal y su perpendicular vertical, de la forma x + h = 0, como ha de pasar
por (4,-3),4+h=0,h=-4,suecuacion sera x—4 =0.

@@Las rectas r y s pasan por ¢l punto (-4, 2); r e paraldla a 3x - 12 = 0 y s
perpendicular a ella. Representa r y s y halla su ecuacion.

Comores || a3x—12 =0, su ecuacion sera de la forma x + k = 0 y si pasa por (- 4, 2), -
4+k=0,k=4,luegor:x+4=0.

Sishade ser L a3x—12 =0, su ecuacion sera de la formay + h =0y como pasa por (-
4,2),2+h=0,h=-2,luegos:y-2=0.

Su representacion grafica es: . %

@@ La recta r s paralela a 5x - 4y + 3 = 0, y la recta s es perpendicular a ellas. Ambas
pasan por el punto (1, 3). Escribe las ecuaciones de las rectas r y s.

Comores || ab5x—4y + 3 =0, su ecuacion sera de la forma 5x — 4y + k = 0 y si pasa por
(1,3),5143+k=0,k=7,luegor:5x—4y + 7 =0.

Si s ha de ser 1L a5x — 4y + 3 = 0, su ecuacion sera de la forma 4x + 5y + h =0y como
pasa por (1, 3),4-1+53+h=0,h=-19, luegos:4x + 5y -19 =0.
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@@ Determina el punto de corte de las rectas:
r5x+4y+3=0
S -4x+2y-5=0

El punto de corte sera el que provenga de la solucidén del sistema formado por las dos
ecuaciones de las dos rectas:

5x+4y+3 =0
5x+4y+3=0 8x—-4y+10=0 13 -3-5x _-3+5 _1
= :>X:——:—1:>y: = =
—4x+2y-5=0 13 4 4 2
13x+13 =0

El punto de corte es ( -1, %2).
Distancias

@@ Calcula la distancia entre P y Q:
a) P(3, 5), Q(3, -7)
b) P(-8, 3), Q(-6, 1)
¢) P(0, -3), Q(-5, 1)
d) P(-3, 0), Q(15, 0)

a) d(P, Q) = [PQ = y(Xq = Xp)2 + (Yo = ¥p)® =V(3=3)? +(-7~5)? =0 +144 =12

b) 4P, Q) = IPQI=/(Xo ~Xp)? + (Yo —¥p)? =+/(-6 +8)2 +(1-3)* =4 +4 =8 =22
€) d(P. Q) = |PQI= (X = Xp)? + (Yo — ¥p)? =4/(-5-0)? +(1+3)* =+/25+16 = /41
d) dP, @ = |PQI=4/(Xq —Xp)? +(¥gq ~¥p)? =y(15+3)% +(0-0)? =182 =18

DD
a) Halla ¢l punto medio del segmento de extremos A(-2, 0), B(6, 4).

b) Comprugba que la distancia del punto medio a cada uno de los extremos es la misma.

a) Si llamamos al punto medio M(Xy, Ym):

XM:XA;XB :—22+6:2
, :yA+yB:O+4:2 =>M(2, 2)
M 2 2

D) d(A, M) = | AM|= /(Xy = Xa)? + (Vi = Ya)? =4(2+2)% +(2-0)* =16 +4 =~/20
d(B, M) = [ BM|= /(X = Xg)2 + (Y ~ Y& )2 =4(2-6)2 +(2-4)* =16 +4 =420

luego d(A, M) = d(B, M).
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@@ Comprueba que el triangulo de vértices A(-1, 0), B(3, 2), C(7, 4) es isosceles. ¢Cuéles son
los lados iguales?

Si representamos los tres puntos tenemos la figura ]
adjunta en la que da la impresion que los puntos A, B y C estan 5]
alineados ( no forman triangulo), pero ¢lo estan?, lo " o
comprobamos: T
3_
Y 4 2 ' y )
A:B =B-A=(32)-(-10)=(4,2) - g _ Z luego 2]
AC =C-A =(7,4)-(-10) = (8,4) 1]
C

efectivamente estan alineados, no forman triangulo, pero si es A

cierto que AB = BC ya que AC = 2AB 2o Jo TaT T2 T T4 s e T
.-1_
2

@@ Comprueba, mediante ¢l teorema de Pitagoras, que el tridngulo de vérticess A(-2, -1), B(3, 1),
C(l, 6) es rectangulo.

& C Hallamos las longitudes de los tres lados:

c=d(AB)=| AB|=(3+2)% +(1+1)2 =25 +4 =29

J \a b=d(AC) =| AC|=/(1+2)% +(6 +1)> =+/9+49 = /58
b7 -
/- a=d(C,B)=| CB|=/(3-1)° +(1-6)> =+/4+ 25 =+/29
&
) B Si es rectangulo ha de cumplir el teorema de Pitagoras:

2 2 2
T g, o g bP=at+d (\/58) :(\/29) +(\/29) = 58 =29+ 29, luego si es un
J/J/-T; triangulo rectangulo ( e is6sceles ademas ya que los dos catetos tienen la

A ] misma longitud, a = c).

EJERCICIOS DE LA UNIDAD

PIENSA Y RESUELVE

@® Calcula m y n para que s¢ verifique x =mu+nvsiendo x (8, 2), u(-3, 2), v (2, -4).

16 = -6m +4n

18 9

- - - 8 =-3m+2n 2=2m-4n m="74"72
X =mu+nv = (82) =m(-3,2) +n(2,-4) = 2=2m-4n - :>n=8+3m -1
18 = —4m 2 4
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@@ Determina los puntos que dividen al segmento de extremos A(-5, -2), B(7, 2) en cuatro
partes iguales.

Para dividir el segmento AB en cuatro partes iguales hay que fijar tres puntos (P, Q, y R) que cumplan:

AP = %KB@P A+iKB (-5-2)+= (124) (=5-2)+(31) =(-2-1)

AQ = ZAB«:»Q A+;XB (-5, 2)+;(124) (-5.-2) +(6,2) = (10)

AR = %KBaR A+2KB (5 2)+j(124) (-5-2)+(93) =(4])

A=(-5-2

@@ Halla las coordenadas del punto D, de modo que ABCD sea un paralelogramo, siendo

Si llamamos al punto buscado
D(xp, Yp), como ABCD ha de ser un
paralelogramo, se cumplira que los
lados sean paralelos y por tanto sus
" vectores iguales dos a dos:

AD =BC( fijate en el orden Origen-
Extremo)

luegoD-A=C-B, osea

D=C-B +A, sustituyendo

(xo, y0) =(6,5) - (0,2) +(1,-1) = (7, 2)
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@®@ Dado ¢l triangulo de vértices A(-5, 4), B(4, 1), C(-1, -2) halla:

B= (-5, 43
-

a) Las ecuaciones de los tres lados.
b) El punto medio del lado AC.
€) La ecuacion de la mediana del vértice B. :

a)
Ecuacion del lado AB

El vector director es AB =B - A =(4, 1) - (-5, 4) = (9, -3), su pendiente m = -3/9 = -1/3 y un
punto el A(-5, 4), luego su ecuacion es :

1 1.7
=4-—(X+5)=-=X+—- = x+3y-7=0
y g(X+08)=—ox+2 y

Ecuacion del lado BC

El vector director es BC =C —-B =(-1,-2) — (4, 1) = (-5, -3), su pendiente m = 3/5 y un punto el B(4, 1), luego su
ecuacion es :

3 3 7
=1+—-(X-4)=—X—— < 3x-5y-7=0
y 5( ) =Xz y

Ecuacién del lado CA

El vector director es AC =C — A =(-1,-2) — (-5, 4) = (4, -6), su pendiente m = -6/4=-3/2 y un punto el A(-5, 4),
luego su ecuacién es :

3 3 7
=4-—(X+5)=—-=X—-— o 3x+2y+7=0
y 2( ) 2% 75 y

X, _ Xa tXc :—5—1:_3
b) Punto medio de AC, M(Xu, Ym): 2 2 = M(-3, 1).
_yA+yC _4_2_1
W= T T

C) La mediana del vértice B pasa por B(4, 1) y el punto medio del lado opuesto AC, M(-3,1) que hemos hallado en
el apartado anterior:

El vector director es BM =M -B =(3, 1) - (4, 1) = (-1, 0), su pendiente m = 0/(-1)= 0 ( es horizontal y un
punto el B(4, 1), luego su ecuacibnes y=1;y—-1=0.
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@® Los puntos A(-3, 1), B(1, -3) y C(4, 3) son tres vértices de un paralelogramo. Halla:

a) El vértice D opuesto a B. v&p
b) El punto M donde se cortan las 41"
diagonales. f

¢) Comprugba que M es el punto medio de
las dos diagonales.

a) Para que ADCB sea un paralelogramo Vi 1T

5 r i
A=A T ' F
§

ha de ser BHA:CHD,esdecirA—B:D—C,de y
donde despejandoD=A-B+C=(-3,1)-(1, - — 7 ¥ F1L3 P T AR R
3)+(4,3)=(0,7). ] \ :

D) Hallamos las ecuaciones de las dos s
diagonales: ] Eu 3

Diagonal AC

El vector director es AC=C - A = (4,3)—(-3,1) = (7, 2), su pendiente m = 2/7 y un punto el A(-
3, 1), luego su ecuacion es :

y=1+%(x+3):%x+§ = 2X-7y+13=0

Diagonal BD

El vector director es BD=D-B=(0, 7) — (1, -3) = (-1, 10), su pendiente m = -10 y un punto el
D(0, 7), luego su ecuacion es :

y=7-10x < 10x+y-7=0

Si resolvemos el sistema tenemos el punto de corte de ambas diagonales:

2x=Ty+13=000 2x=Ty+13=0 sprppda 795 360 = x=20 =2 y=7-10x=7-5=2
10x+y-7=000 70x+7y-49=0 72 2

El punto M es (1/2, 2).

C) El punto M(xy, ym) ha de ser punto medio de AC o de BD:

_Xpat+tXe _—-3+4 _ 1 _Xgt+tXp _1+0 _1
WIS T T2 i) T2 T T 1

=M =2 =M =2
y =YA+yc:1+3=2 2 y :yB+yD:_3+7:2 2
M 2 2 M 2 2
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@® Dados los puntos A0, 4) y B(-5, 0), halla ¢l punto simétrico de B respecto de A y el
simétrico de A respecto de B. -
i ]
Si llamamos al punto simétrico de A(Xa, ya) respecto de B(Xg, Ys),
A’(X, y), se debe cumplir que B sea el punto medio del segmento AA’ :

+ -
xg = SATX Ly =2x5 —x, =2:(-5)-0=-10 :
y 2 y — A'(-10,4)
Ys :AT < y=2yg~ypa=20-4=-4
Si llamamos al punto simétrico de B(xg, yg) respecto de A(Xa, Ya), £
B'(X, y), se debe cumplir que A sea el punto medio del segmento BB’ : | o
+
X, =B TX L =2x, —xg =20-(-5)=5
y 2+y — B'(58) |
Ya :BT « Yy=2y,~-yg=24-0=8

@@ Dados los puntos A(-1, 1) y B(3, 4), halla:

a) La ecuacion de una recta r que pase por Ay sea perpendicular a AB.
b) La ecuacion de una recta s que pase por B y sea paralela aleje X.
¢) El punto de corte de r y s.

@) Si ha de ser perpendicular a AB(4, 3), su vector director ves el (-3, 4) y su pendiente m = -
4/3, como pasa por A(-1, 1) la ecuacion de la recta r sera:

4 4 1
:1__X+1 o X & 4X+3 +1:O
y XD =-ox-2 y

D) Si ha de ser paralela al eje X ( horizontal) su ecuacién sera de la forma y = k ( pendiente m =
0) y como tiene que pasar por el B(3, 4), seray=4o0seay-4=0.

C) El punto de corte es el punto com(in a ambas rectas es decir que cumple las dos ecuaciones
a la vez y por tanto es la solucion del sistema formado por ambas ecuaciones:

rE4x+3y+1:OD@> x:_l_3y :_1_3'4:—2
4 4 4 =

Punto de corte ( -13/4, 4).

s=y-4=008 y=4
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@® En ¢l triangulo de vértices A(-1, 1), B3, 4), y

C(3, 0), halla:
B= (3, 4)

a) La ecuacion de la mediatriz de BC
b) La ecuacion de la mediatriz de AC. -
¢) El punto de interseccion de las mediatrices (el _
A:H,Ho{j_:

u]

i, =103, 2)

circuncentro del triangulo).

Mediatriz_de un segmento: Recta perpendicular en el punto medio del segmento. L_ugar geométrico de los
puntos que equidistan de los extremos. L_as de un tridngulo se cortan en el circuncentro (G).

a) La mediatriz de BC que llamaremos m; sera una recta que pasa por el punto medio de
BC ( que llamamos D) y es perpendicular a BC:

QO Vector director: el perpendicular a BC=C-B =(3,0) - (3, 4) = (0, - 4), cuyas componentes
son (4, 0) es decir es una recta horizontal.
Xg +Xc _3+3 _

Xp = 3
Q Pasa por el punto medio de BC (que llamamos D): y Ey 430 =D(3, 2).
Yp = B > C = > =2

La ecuacion de myesy =2 + 0:(x-3)= 2; es deciry —2 = 0.

b) La mediatriz de AC que llamaremos m; sera una recta que pasa por el punto medio
de AC (que llamamos E) y es perpendicular a AC:

O Vector director: el perpendicular a AﬂC:C—A:(S,O) - (-1, 1) = (4, - 1), cuyas
componentes son (1, 4), por tanto su pendiente m = 4.

Xg = = 1
. : 2 2
Q Pasa por el punto medio de AC (que llamamos E): yatye 140 1 =E(1, 1/2).
eI T T2

La ecuacionde myesy =1/2 + 4-(x - 1)= 4x — 7/2; es decir 8x - 2y — 7 = 0.

¢) El circuncentro(G) es el punto solucién de las dos mediatrices halladas ( la tercera,
gue no hemos calculado también pasara por G):

e Yy =2;X = —,2
m, =8x-2y-7=0 8 8 8 8

{m15y=2 2y+7=2-2+7=1_1:G(11 j
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PROBLEMAS DE ESTRATEGIA
®. ;Sabias que...?

Hay una curiosa forma de calcular el &rea de un poligono cuyos vértices
coinciden con los de una cuadricula:

3 Cuentas el namero de puntos que hay dentro del poligono ().
3 Cuentas el ndmero de puntos que hay sobre el borde ().

Entonces, el area (A), medida en unidades de la cuadricula, es:

y

A =x+Z-1 (teorema de Pick) A=5+2_1=

Comprueba la relacion anterior con estos poligonos:

1) 2) & 41
Dentro=x =5
Poligono 1) A= +X—1:5+§—1 8
Perimetro=y =8 2
Dentro=x =2
Poligono 2) A=x+L-1= 2+E -1=6
Perimetro =y =10 2
. Dentro =x =5 y 7
Poligono 3) A=x+=-1=5+—--1=75
Perimetro=y =7 2 2
. Dentro=x =6 y 6
Poligono 4) A=x+=-1=6+—--1=8
Perimetro=y =6 2
Dentro=x =5
Poligono 5) A= +X—1:5+§—1—8
Perimetro=y =8 2
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