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® Calcula el drea limitada por la funcién y =x° -3x* +2x y el eje OX.
---00000---

#& Hallamos los puntos de corte con el eje horizontal  haciendoy = 0, y resolviendo
la ecuacion resultante.

O x=0
x3—3x2+2x:0<:>x(x2—3x+2):04:B x=— 29_8 =

DX2_3X+2:0@D 3+./9-8

0 X = > =

& Construimos los dos intervalos de integracion : [0, 1], [1, 2].

& Hallamos el area :

Area= H;(x3—3x2+2x)dx| +Hf(x3—3x2+2x)dx| = X74—x3+x2](1)| + %—x3+x2]i| =
=G -1+ D)l +H@-8+4) - (G -1+ )| =[] +| G| =3 +5=F =37

SOCEIECOEE® @

© Halla el darea de la region limitada por f (x)= - €*, el eje de abscisas y las rectas
x=-lyx=2.

---00000---

Como la funcién no corta al eje horizontal, el Unico intervalo de integracion es [ -1, 2 ]
y el érea :

Area = |j‘f]_ _exdx| = |—j‘fl exdx| — |_ eX]Ell =|_[(e2 _e—l)l :eZ _% =$u2
SOOEEHOEE® @

©® Calcula el drea del recinto limitado por f (x) = In x, el eje de abscisas y las
rectasx =eyx =¢€’.

---00000---
# Puntos de corte son el eje horizontal  ( f(x) = 0)
Inx=0=x=e’=10]e, €?]

38 Area :

; 2
Area = |j: In xdx| =| x(nx-1)I¢’

=|(e?(Ine?-1)-(e(lne-1)| = |e?| =e2u?

Z
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en donde hemos sustituido la integral por el resultado del ejercicio N° 2 de la pagina 190
del tema anterior.

AN EIO) | EI RS

00 Determina el drea limitada por f(x) = cos x y el eje OX entre las abscisas 0y 2

2n
- Halla jo cos Xdx ;Coincide este resultado con el valor del drea calculada?

---00000---
[ Puntos de corte de la funcién con el eje horizontal (fx)=0)
cosx =00 x=m/2 + kTt
[ Intervalos de integracién : como en el intervalo de integracion [ 0, 2] la funcion
f(xX) = cos x corta al eje horizontal dos veces ( en x = T2 y en x = 31/2) los intervalos de

integracion son tres [0, TV2], [ W2, 3102 ]y [3172, 2m].

(1 Area

+ +

, z 3n 2n e 3
Area = “02 cosxdx| +|{ 7 cosxdx| +| |5 cosxdx| =| senx]¢ +| senx]%2
2 2

+| senx]%; | =|sen$ —sen0| +|sen¥ -senZ| +[sen2z-send| =1+2+1 =4u?

[J Caélculo de la integral pedida :

2
o cosxdx = senx]3” =sen2z-sen0=0-0=0

Se obtiene un valor distinto pues, en el area, hemos calculado valores absolutos v,
en la integral los valores positivos ( por encima del eje horizontal) se contrarrestan con los
positivos ( por debajo del eje horizontal) como se ve en el dibujo :

5.625 6.75 7.8

SOCEIECEHE® ® @
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00 Las rectasy =38x ey =-x + 8, junto con el eje de abscisas, determinan un
triadngulo. Halla su darea usando el calculo integral y comprueba que se obtiene el mismo
resultado por un procedimiento geométrico.

---00000---
[] Puntos de corte
[l Con el eje horizontal 3x=0=2>x=0;-x+t8 =0=> x =8
Ll Entre las dos rectas :3x=-x+8 2 4x=82>x=8/4=2

] Intervalos de integracion :[0, 2] paray = 3x, [2, 8] paray = -x+8 .

(1 Area

Area = H; 3xdx| +| jg(—x+8)dx| =

F 1o +| -5 +8x]y] =161 +1(-32+64) - (-2 +16)| = 24u?

[] Método geométrico

L
18

N

Como puede verse en el dibujo anterior, el area buscada es la suma de las areas de
los triangulos (OAB ) y ( BAC), el primero de base = 2 y altura = 2-3 = 6 y el segundo de
base = 6 y altura = 6, luego :

Area = Triangulo(OAB)+ triangulo(ABC) = 2-6/2 + 6-6/2 = 6 + 18 =24 u? .
También puede hacer el area del triangulo (OAC) = 8-6/2= 24 u?

RN EIO) ] E1 KRR

00O En la figura se indica el drea de los diferentes recintos que determina con el
eje OX la grdfica de cierta funcién h, correspondiente a una onda amortiguada:

¥
h v
2u
6 u? 12
2 u
a b s

\uz//c N3ue 179X

Z
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@) Halla [ h(dx y [ h(x)dx+ [ h(x)dx
b) Di si son verdaderas o falsas las siguientes igualdades :
)| 15 heodx| =7 hxydx
i) ho9dx| = J; h(x)dx
---00000---
a) para hallar las integrales pedida aplicamos la propiedad ID:3 :
f: h(xX)dx = fz h(x)dx+§; h(x)dx+§: h(x)dx+§z h(x)dx+ff3 h(x)dx+§:JJ h(x)dx =
=6-5+4-3+2-1=3
fz h(x)dx + f; h(xX)dx = fz h(x)dx + f; h(x)dx + fg h(x)dx + fz h(x)dx + fl h(x)dx=3-1=2

b)
f: h(x)dx=4 = H: h(x)dxl =14l =4 pero f? h(x)dx=-1 ¢”f h(x)dxl =|-1=1

So0EIEOEE® @

00 Halla el drea del recinto limitado por las grdficas def (x) =4 x-x"y g (x) =x
entre las abscisas 1 y2.

---00000---
[J Puntos de corte: f(x) = g(X) ; 4x - X*=X @ 3X-X*=0© X(83-X)=0 x=0yx=3

] Intervalos : Como en el intervalo pedido [1, 2] no hay ninglin punto de corte, ese
sera el intervalo de integracion.

(] Area :

2 312 _ 8 3 1y _|120 7| _ 13
T—?]1|—|(6—?)—(?—3)|—|T—€|—?U2

, 2 2
Area = Hl(f(x)—g(x))dxl :|jl(3x—x2)dx| =
COCEEOEE® ®®
00 Halla el drea de la regién comprendida entre las funciones f(x) = 2x- x° y g(x)
=x’-x-2.

---00000---

00 Puntos de corte (f(x) =g(X) :

Z
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Exzs_ 9416 _ 35 _ _1 E
2x—-X? =x?-x-2 = 2x* -3x-2=0=[ 3+jm §+5 * 0
HXx=—7 =z =2 H

O Intervalos : Los dos puntos de corte forman un intervalo [ -1/2, 2].

O Area :
Area = “1 (f(x) —g(x))dx| = |—j1 (2x? —3x—2)dx| = |—( 2—§3 —3—’2‘2 —2x];) =
=R -6-4)-(~F -2 +1) =|-(-3 - 8) = &2
AR E O] ]I R RS
00 Calcula el drea de la region del plano limitada por la grdfica de la

pardbola y =x° - x y por la de la funcién f(x) = Wi‘;z)
---00000---
[] Puntos de corte (f(x)=g(x)):

2

X2 —xzm = P =-X)x+1)(x+2) =x-x? = (X2 -X)(x+1)(x+2) +(x*-x) =0 =

| x=0
H

= X2-X)[(x+1)(x+2)+1] =0 = x(x-1)(x* +3x+3)=0= [0 x-1=0=x=1
Hx?+3x+3=0=x¢ R

[] Discontinuidades

# f(x) es continua en R pues es polinébmica.
# g(x) tiene discontinuidades en x = -1 y X = -2 que son asintotas verticales.

(] Intervalos de integrac i6n: Como las discontinuidades no estan incluidas dentro
del intervalo formado por los dos puntos de corte, el intervalo de integracion sera [ 0, 1].

(] Area:

Area = ” (f(x) - g(x))dx| H ((x+);._))(()j+2) (x 2—x))dx| = Calculamos aparte la integral definida

2
) ey ~ ¢ —x)dx = [ 22— dx + [(-x2 + X)dx = La segunda es inmediata, hacemos la1?

La primera integral es de tipo racional y los grados del numerador y denominador
son iguales, hay que hacer el cociente :

Z
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4w W 3w+ 2
W+ 3w+ 2 |-

dy + 2

Luego:

_(v2
[ 22 dx = [ 22Dl gy - [ _dx + [ 22 dx De nuevo hacemos la segunda.

X2+3X+2 X2+3X%+2 X243x+2

Xixz;fxizdx f X+1dx+§ —=dx y hallamos A y B:
x4 _ Ax2+B(+l) O Six=-1>-2=A ]

_ A B
X2+3x+2 T X+l + x+2 =

X2+3x+2 j%SiXZ-Z 3—6:—B®B=6B

Y procediendo a la inversa :

j o PrmazdX= - jx+1dx+6§ X+2dX——2|n(X+1)+6|n(X+2)+C (X+2)6 +C

X2 +3x+2 ( x+1)2

6
j XXy = j—dx+ b2 gy — x4 lnX2 L,

X2+3x+2 X2+3x+2 (x+1)?

6
2 (k2 —x)dx = [ 2o dx+ [(-x2 +x)dx = x+In 22X 4 X 4,

(x+1)(x+2) X2+3X+2 (1)?
_xx2 _ (+2)® X3 ﬁ]l
6 6
:|(—1+In% —5+3)-(n28)| =|-3 +In&| =|-2 +In | =0'213163u2
SOVEECEEY O

00 Un cuerpo se mueve con una aceleracion que viene dada por la funcion a (t) =
5+ 38t m.s? . Halla el incremento de velocidad experimentado entre los 3 y los 5
segundos, y el espacio recorrido en ese tiempo, sabiendo que el cuerpo partia del reposo.
---00000---

La formula de la aceleracion en cinematica es : a(t) = dt = dv=a(t)dt = j:f dv= Lt: a(t)dt
AV=V; —vi = [L(BE+30dt = 5t+3 ] =(25+2) - (15+ L) =(25-15) + (£ - L) =342
ez t2
v=[a(t)dt+vo = [(5+3t)dt+0 =5t + % Como v(t) =5 = de =v()dt= .. de =, v(t)dt=
Ae=e;—e1 = [o(5t+ 3 )dt= (5 +5)]0 =224 _ 42 _ 15536 =g9m

SooIEOEE S @
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00 Calcula el valor del pardametro b para que las dreas A; r
y Az de la figura sean iguales. g o=l
- Halla dicha drea. A, ¥
A.-I al
| X
---00000---

Si ha de cumplirse que Ay = A, =2A = 2A; = 2A, , siendo el area total A el
comprendido entre larectay = 8 y la curva 'y = x3, es decir :

€ A es el area comprendida en el intervalo [ 0, 2]( el 2 es la abscisa correspondiente
ay = 8, es decir x = 8 = 2) de la funcién f(x) = 8 - x* ( diferencia entre larectay =8y la
parabola clbica y = x®), por tanto :

A= j;(S—x3)dx

€ A, es el area comprendida en el intervalo [0, b¥® ] (b es la abscisa
correspondiente ay = b =x* = x =Db®) de la funcién g(x) = b - x® ( diferencia entre la de
larectay =byla paradbolay = x®), es decir :

3
Ao = joﬁ (b—X3)dX
Igualando ambas areas , A = 2A; :
jé(8—x3)dx:2j0f5 (b-x3)dx < 8x—XT4]§:2( bx—XT4]0/BJ<:>12:2[bf/_ - f )@

3 3 _h3 3
L_gopyp -2 PO DD o4-3pYb =2 =8=b¥b =b° <b=87
b=429 =2242 =442 yelarea A= 12 u 2y por tanto Ay = A, =4 = 6u?
SOOHEOEE® ®®

00 Dibuja la region definida por las inecuaciones x +y 20, y < x/2y x< 4, y
calcula su drea.

---00000---
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El area es la de la region comprendida entre el punto de corte de las dos rectas (0,0)
y la abscisa x = 4, o sea la integral definida :

3TX2];1| =12u?

Area=| o5 - (0)dx] =|[2($)a =

Geométricamente es la suma del area del triangulo de base 6 ( 2 el que esta por
encima del eje de abscisas + 4 del que esta por debajo )y altura4=(6-4)/2=12 u?

QOOHEEOEE® D
® O Sea f(x) = ax’ + bx + c. Determina los coeficientes a, b y ¢ para que se cumpla:
2
I fdx = 2y f(0) = 0 y f(1) = 4.
---00000---

La funcidn tiene tres parametros a hallar luego necesitamos tres ecuaciones :
2 2 ax3 | bx?2 2 8

©) jo(ax +bhx+c)dx=2 = &+ +cx]o =2<3a+2b+2c=2

@f(0)=0c=0.

®fl)=4a+b+c=4

El sistema a resolver es :

= 0 c=0 [l =
H4a+3b+3c 3 i O4a+3b =3 = 5_390
O c =0 @DE4a+3b:3 = = b=13 = Ja=232=-9
H a+b+c =4  dpga+b=4 4F2-F: H H b=13
SOOOECEHE® ®®

®0 Halla el drea de la region plana limitada por las pardbolas y = x* ey = 2 x°
entre las abscisas 0 y k, para cualquier k > 0. ;Cudnto ha de valer k para que dicha
drea sea de 72 u® ?

---00000---

Como el area comprendida entre dos funciones f(x), g(x) y las abscisas x=ay x=Db
es:

, b
Area = [ _(f() - g(x))dx
en nuestro caso sera :

£ =%u?yk>0

Area = ”'(;(2)(2 —xz)dX| :Hg x2dx| =

Para que el area sea 72 u?:
Matematicas aplicadas a las CC.SS. II
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Area=72u2=% = Kk3=216=63>k=6
S OOEECEE G o

® 0 Los datos de la tabla siguiente se han obtenido de forma experimental:

X 0 | 025 05 075] 1
y |105| 127 | 1’62 | 2’14 | 2'73

Aplica un método de integracion numérica para calcular aproximadamente el
drea comprendida entre la grdfica de la funcién y = f(x) que pasa por los valores dados
por la tabla, el eje de abscisas y las rectas x =0y x = 1.

---00000---

Un método numeérico es el de los trapecios que calcula el area mediante :

f f(X)dx~ h(Z +y1 +... +Yp1 + 2
en donde :
@ h = amplitud de cada subintervalo = x, - x; = 0’25 en nuestro caso

® n = ndmero de subintervalos = 4 , pues hay 5 abscisas.
® y, = las ordenadas correspondientes, en la tabla .

Area= [, f09dx| ~ 0'25(2% +1'27 +1'62 +2'14 + 22) = 1'73u?

So0EIECEE S @

®O Aplica el método de los trapecios para calcular aproximadamente el drea
comprendida entre el eje de abscisas, las rectas x =1y x = 2, y la grdfica de la funcion y
=f(x), a la que pertenecen los puntos de la tabla siguiente:

X 1 1'2 | 1'4 | 16 | 1'8
y 4 | 389 |358|314| 259 2

N

---00000---
Ahorah=12-1=02,n=6-1=5,a=1yb=2,luego:
Area = [ f0)dx| ~ 0'2(4 +3/89 +3'58 +3'14 +2/59 +3) = 3'24u?

SOCEIECEHE® ® @
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®0 Utiliza el método de Simpson, descomponiendo el intervalo de integracion en
cuatro partes, para calcular la integral:

jj VX +2dx

---00000---

® Como se nos dice que dividamos el intervalo en cuatro partes, cada subintervalo
tendra una amplitud :

Amplitud total - - .
h :—=¥=% =1y las abscisas son xo =a=4,X1 =5,%X2 =6,X3=7,X4 =b =8

node partes
@ Ordenadas :
f(xo) =f(4) = V6 ,f(x1) = V7 ,f(x2) = V8, f(xs) = 3,f(xa) = V10
® Extremos , sumas pares e impares.
E =f(xo) +f(xa) = V6 + V10 ,P =f(x2) =22, 1=f(x1) +f(x3) = V7 +3
@ Formula de Simpson.
[ /XxT2dx~ 2(E+2P+41) = 5(/6 + /10 +4J2 +4/7 +12) =11'2839
©OONEOEE® S ®

®0O El numero de personas fallecidas a partir del ano 1970 en accidentes de
trdafico en un pais ha seguido la siguiente evolucion:

M(t) = 1 329 €7

donde t es el tiempo en anos transcurrido desde 1970. Calcula, aproximadamente,
aplicando la integra definida:

a) ;Cudntas personas murieron entre 1975 y 1980 en accidentes de trdfico en
dicho pais ?
b) ;Cudntas fallecieron entre 1970y 19907

---00000---

a) Si consideramos el afio cero el 1970, los afios comprendidos entre 1975 y 1980
corresponden al intervalo [ 5, 10 ], luego el niumero de fallecidos sera :

i
007t

10
f5 M= [ 1329e°7dt = 1329%77 |~ = 52(e”7 ~e9%) =11290'5 » 11291

Z
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b) Ahora es la integral en el intervalo [0, 20]:

[P Mydt= [, 1329e007dt = 13295 ]zo = 1829 (514 _ g0) = 58005
AR BN E O] | E RO R

@®0O La evolucion de la poblacion de un pais, en millones de habitantes, entre los
aiios 1990 y 1999 viene dada por la siguiente expresion: p (t) = 88 e"" ' donde t es el
tiempo en anos transcurrido desde 1990.

a) Halla una primitiva P de la funcion p.

b) ;La poblacion en dicho periodo ha aumentado o ha disminuido?

c) Calcula la poblacion media del pais en el periodo considerado.

---00000---

a) P(t) = | p(tydt = | 38e-002tdt = -3>.e-002 + C =-1900e 292 + C

b) Es la integral definida en el intervalo [0, 9 ] :
[ 38e-002dt = ~1900e9%]3 = ~1900(e0'18 - €°) =-1900(0'8352 1) ~ 313 > 0

Como es positiva, ha aumentado.

c¢) Es el incremento de la funcién en ese tiempo :

AR =382 =347
QOOEECEE® Q@

® @ La facturacion de una empresa tuvo en el ultimo ano un crecimiento continuo
del 1 %. Sabiendo que a comienzos de ano la facturacion alcanzo la cifra de 1000
millones de euros, ; a cudnto ascendia a finales de ano ¢

---00000---

Representamos por f(t) la funcibn que nos da la facturacidbn en cada instante, su
crecimiento serd la primera derivada f'(t) luego :

f'(t) = 0'01f(t) {ya que crece un 1 %} = % =001= f%dt = [ 0'01dt es decir:

Inf(t) + Cl = 0/01t+C2 < 1n f(t) =001t+C { C= C2 _Cl}

Z
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para hallar la constante C sabemos que para t = 0 f(0) = 1000 millones :

INf(0)=0'01-0 + C< In1000 = C = Inf(t) =001t + IN1000<=> In 1og5 = 0'01t <

2O = 001t s f(t) = 1000e°°H (millones) = f(12) = 1000€°°12 = 1127'49 MM.

RAA NG O) | IR

® 0 El porcentaje de parados de un pais disminuyo en el ultimo ano a un ritmo
dado por la funcion :

p(t) = 0,6 2t +7
donde 0 <t <12 es el tiempo en meses.
Sabiendo que a principios de ano se registraron 1 750000 parados, calcula:
a) ; Cudntos parados habia en el mes de abril ¢
b) ;Cudntos en el mes de septiembre?
---00000---

a) Los parados en el mes de abril seran los iniciales (P, = 1 750 000) menos el
descenso hasta abril (A ) que hallamos a través la integral definida en el intervalo [ 0, 4 ],
pues abril es el cuarto mes :

| ;‘(o’eseO’12t +7)dt= 22e012t 7t] =(5e%48 +28) - (5e°) =31'0804%
El descenso es A =1 750 000-0'310804 = 543 906’5102 = 543 907 parados.
Parados en Abril = P, - A=1 750 000 - 543 907 = 1 206 093 parados
b) hallamos el porcentaje de descenso hasta septiembre :
[ (0'6e%12 +7)dt= 2Ee012 +7t] = (528 +63) - (5e°) = 72'72339%
El descenso es S =1 750 000:0'7272339 = 1 272 659461 = 1 272 660 parados.

Parados en Septiembre =P, - S =1 750000 - 1 272 660 = 477 340 parados

SO0EECEE S @
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