
Resolución de ejercicios y problemas

n�'LEXMD�OD� UHJLyQ�GHILQLGD�SRU�ODV� LQHFXDFLRQHV�[���\�≥���� \��� [ ≤� ���� \�[�≤���\
FDOFXOD�VX�iUHD

---oo0oo---

El área es el formado por la rectas y = -x , y = x + 3 , x = 1 y el punto en donde se
cortan las dos primeras :

−x = x + 3Z 2x = −3Z x = − 3
2

El área será la integral, en el intervalo [-3/2, 1], de la diferencia de funciones de las
dos primeras rectas:

A = | �− 3
2

1
(x + 3 − (−x))dx| = |�− 3

2

1
(2x + 3)dx| = | x2 + 3x]− 3

2

1 | = |(1 + 3) − ( 9
4 − 9

2 )| = 25
4 u2

�����������

o�'LEXMD�OD�UHJLyQ�TXH�GHILQHQ�ODV�LQHFXDFLRQHV�[����� ≤�\���\���[�≤���\�[���\�≤�����\
FDOFXOD�VX�iUHD�

---oo0oo---
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Como el área a calcular es simétrica respecto del eje vertical, bastará con hallar el
área de la mitad derecha y multiplicar por dos. El área de la mitad derecha es el área
comprendida entre la recta de ecuación y = -x , la parábola, la recta x = 0 y la que pasa por
el punto de corte de las dos primeras, que es lo primero que vamos a hallar :

−x = x2 − 2 Z x2 + x − 2 = 0 Z
 

 
 
 

 

x = −1− 1+8
2 = −1−3

2 = −2

x = −1+ 1+8
2 = −1+3

2 = 1

 

 
 
 

 
evidentemente es x = 1

A = 2 �0

1
(x2 + x − 2)dx = 2 x3

3 + x2

2 − 2x
0

1
= 2 ( 1

3 + 1
2 − 2) = 2 − 7

6 = 7
3 u2

�����������

p� 'HWHUPLQD� HO� YDORU� GHO� SDUiPHWUR� N� VDELHQGR� TXH� HO� iUHD� GH� OD� UHJLyQ

FRPSUHQGLGD�HQWUH�OD�SDUiEROD�\� �[���\�OD�UHFWD�\� �N[�HV�����\�TXH�N�!���

---oo0oo---

c Abscisa del punto de corte entre la recta y la parábola :

x2 = kxZ x2 − kx = 0Z x(x − k) = 0Z
 

 
 

x = 0
x − k = 0Z x = k

 

 
 

d Calculo del área:

A = 288 = �0

k
(x2 − kx)dx = x3

3 − kx2

2 0

k
= k3

3 − k3

2 = − k3

6 = k3

6 H
k3

6 = 288, k = 3 6 �288 = 12

�����������

q� 'HWHUPLQD� HO� YDORU� GHO� SDUiPHWUR� N� VDELHQGR� TXH� HO� iUHD� GH� OD� UHJLyQ

FRPSUHQGLGD�HQWUH�\� �[��\�OD�UHFWD�\� �N��[�HV���\�TXH�N�!���

---oo0oo---

c Abscisa del punto de corte entre la parábola cúbica y la recta :

x3 = k2xZ x3 − k2x = 0 Z x(x2 − k2) = 0Z
 

 
 

x = 0
x2 − k = 0Z x = � k

 

 
 

d Intervalos :

Teniendo en cuenta los puntos de corte son [-k, 0] y [0, k].

e Cálculo del área :

Tema Nº 10 — Integral definida, aplicaciones �������������������������������������������������������������������	 14

0DWHPiWLFDV�DSOLFDGDV�D�ODV�&&�66��,,



A = 4 = �−k

0
(x3 − k2x)dx + �0

k
(x3 − k2x)dx = x4

4 − k2x2

2 −k

0
+ x4

4 − k2x2

2 0

k
=

= − k4

4 − k4

2 + k4

4 − k4

2 = k4

4 + k4

4 = k4

2 H
k4

2 = 4Z k4 = 8Z k = �
4 8 como k>0 H k = 4 8

�����������

r�+DOOD�HO�YDORU�GHO�SDUiPHWUR�D�SDUD�TXH�HO�iUHD�GH�OD�UHJLyQ�FRPSUHQGLGD�HQWUH

OD�SDUiEROD�\� ��[����D[�\�OD�UHFWD�\� ����[�VHD�GH����

---oo0oo---

c Abscisa del punto de corte entre la parábola y la recta :

−x2 + ax = −2xZ x2 − x(a + 2) = 0Z x(x− (a + 2)) = 0Z
 

 
 

x = 0
x − (a + 2) = 0Z x = a + 2

 

 
 

d Intervalos :

Teniendo en cuenta los puntos de corte el intervalo es [0, a+2 ].

e Cálculo del área :

A = 36 = �0

a+2
(x2 − x(a + 2))dx = x3

3 − (a+2)x2

2 0

a+2
= (a+2)3

3 − (a+2)3

2 = − (a+2)3

6 = (a+2)3

6

(a+2)3

6 = 36Z (a + 2)3 = 216Z a + 2 = 3 216 = 6H a = 6 − 2 = 4

�����������

s� &DOFXOD� TXp� YDORU� GHEH� WHQHU� HO� SDUiPHWUR� E� SDUD� TXH� HO� iUHD� GH� OD� UHJLyQ

FRPSUHQGLGD�HQWUH�ODV�SDUiERODV�\� �[����E[�H�\� ���[���VHD���

---oo0oo---

c Abscisa del punto de corte entre las parábolas :

x2 − bx = −x2 Z 2x2 − bx = 0Z x(2x− b) = 0Z
 

 
 

x = 0
2x− b = 0Z x = b

2

 

 
 

d Intervalos :

Teniendo en cuenta los puntos de corte el intervalo es [0, b/2 ].

e Cálculo del área :

A = 36 = �0

a+2
(x2 − x(a + 2))dx = x3

3 − (a+2)x2

2 0

a+2
= (a+2)3

3 − (a+2)3

2 = − (a+2)3

6 = (a+2)3

6
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(a+2)3

6 = 36Z (a + 2)3 = 216Z a + 2 = 3 216 = 6H a = 6 − 2 = 4

�����������

t�&DOFXOD�OD�LQWHJUDO��

�0

1
xexdx

D��$SOLFDQGR�OD�UHJOD�GH�%DUURZ�

E��'LYLGLHQGR� HO�LQWHUYDOR�GH� LQWHJUDFLyQ�HQ�FXDWUR�SDUWHV�LJXDOHV�\�DSOLFDQGR�HO

PpWRGR�GH�ORV�WUDSHFLRV�

F��'LYLGLHQGR� HO�LQWHUYDOR�GH�LQWHJUDFLyQ� HQ�FXDWUR�SDUWHV�LJXDOHV� \�DSOLFDQGR� HO

PpWRGR�GH�6LPSVRQ�

---oo0oo---

a) Hay que calcularla “por partes” :

�0

1
xexdx =

 

 
 

u = xH du = dx
dv = exdxH v = � exdx = ex

 

 
 = xex − � exdx = ex(x− 1)]0

1 = (e1(1 − 1) − e0(0 − 1)) =

= 0 − (−1) = 1

b) Si dividimos el intervalo de integración en cuatro partes :

h = 1−0
4 = 0 �25, y quedan los subintervalos: [ 0, 0’25], [0’25, 0’5], [ 0’5, 0’75] y [0’75, 1].

Haciendo una tabla como en los primeros ejercicios:

2’71831’58780’82440’3210y = x· ex

10’750’50’250x

Aplicamos la fórmula de los trapecios:

�0

1
xexdx = h(

y0

2 + y1 + ... + yn−1 +
yn

2 ) = 0�25 0
2 + 0 �321 + 0�8244 + 1�5878 + 2 �7183

2 = 1�023

c) Método de Simpson :

� Los intervalos y la tabla son los mismos que para el apartado anterior :

� La suma de las imágenes de los valores extremos : E = 0 + 2’7183 = 2’7183.

� La suma de las imágenes de los valores de lugar par, excepto los extremos :
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P = 0’8244.

� La suma  de las imágenes de los lugares impares, excepto los extremos :

I= 0’321+1’5878= 1’9088.

� Aplicamos la fórmula de Simpson :

�0

1
xexdx M

h
3 (E + 2P + 4I) = 0 �25

2 (2�7183 + 2 �0 �8244 + 4 �1�9088) = 1�00019

�����������

u�&DOFXOD��XWLOL]DQGR�OD�LQWHJUDO�GHILQLGD��HQ�TXp�VH�FRQYLHUWH�DO�FDER�GH����DxRV

XQ�FDSLWDO�GH��������HXURV��TXH�FUHFH�HQ�FDGD�PRPHQWR�XQ�����GH�VX�YDORU�

---oo0oo---

Si denominamos C(t) a la función capital, su crecimiento instantáneo será C’(t).

Se nos dice que el crecimiento es el 3 % de su valor Ö C’(t) = 0’03 C(t), luego :

 
C �(t)
C(t) = 0 �03H � C �(t)

C(t) dt = � 0�03dtZ ln C(t) + C1 = 0 �03t + C2 Z ln C(t) = 0�03t + C
C1

C2

Para hallar la constante C, necesitamos un dato C(0) = 50 000:

ln(C(0)) = ln(50 000) = 0’03·0 + C ÖC= ln (50 000)

Luego la función capital queda :

ln(C(t)) = 0�03t + ln 50000Z ln(C(t)) − ln 50000 = 0�03t Z ln
C(t)

50000 = 0�03tZ
C(t)

50000 = e0 �03t

y despejando : C(t) = 50 000 e0’03t

Con lo que al cabo de 15 años el capital acumulado será :

C(15) = 50 000 e0’03 · 15 = 78 416 \\

�����������

Actividades

Cuestiones

n���(Q�TXp�VH�GLIHUHQFLDQ�OD�LQWHJUDO�GHILQLGD�HQWUH�GRV�SXQWRV�GH�XQD�IXQFLyQ�\

XQD�GH�VXV�SULPLWLYDV�"

---oo0oo---
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La integral definida es un número real y una primitiva es una función que derivada
me da la función original.

�����������

o 5D]RQD�VL� VRQ�FLHUWDV�ODV�VLJXLHQWHV�DILUPDFLRQHV� \��HQ�HO�FDVR�TXH�QR�OR�VHDQ�
GD�XQ�FRQWUDHMHPSOR��

---oo0oo---

a) �a

b
f(x)dx = 0H a = b

Falso pues �0

�

cosxdx = sen]0
� = sen�− sen0 = 0 − 0 = 0A 0 = �

b) �a

b
f(x)dx = 0 y a < bH f = 0

Falso como se ha visto en el apartado anterior.

c) �a

b
f(x)dx > 0H f(x) > 0�x F [a, b]

Falso pues �−1

3
x3dx = x4

4 −1

3
= 34

4 − (−1)4

4 = 81
4 − 1

4 = 80
4 = 20 > 0, pero f(−1) = (−1)3 = −1 < 0

d) �a

b
f(x)dx P �

a

b
g(x)dxH f(x) P g(x)�x F [a, b]

Falso :

I1 = �0

1 4
5 dx = 4x

5 ]0

1
= 4

5 y I2 = �0

1
xdx = x2

2 0

1
= 1

2 se cumple que I1 = 4
5 > I2 = 1

2 pero

f(1) = 4
5 < g(1) = 1

�����������

p ��&XiQWR�YDOH�OD�LQWHJUDO�GHILQLGD�GH�XQD�IXQFLyQ�LPSDU�HQ�HO�LQWHUYDOR�>�D��D@�"
UD]RQD�WX�UHVSXHVWD�

---oo0oo---

Una función es impar si se cumple que f(-x) = - f(x) ∀x ∈ Dom(f)

Hallemos la integral pedida :

�−a

a
f(x)dx = �−a

0
f(x)dx+ �0

a
f(x)dxH

 

 
 
 

 

�−a

0
f(x)dx = g(x)]−a

0 = g(0) − g(−a)
�0

a
f(x)dx = g(x) ]0

a = g(a) − g(0)
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Pero si f(x) es impar su primitiva G(x) será par y por tanto g(-a) = g(a) y tendremos :

�−a

a
f(x)dx = �−a

0
f(x)dx+ �0

a
f(x)dx = (g(0) − g(−a)) + (g(a) − g(0)) = g(0) − g(a) + g(a) − g(0) = 0

�����������

Ejercicios y problemas

q�8WLOL]D�OD�UHJOD�GH�%DUURZ�SDUD�FDOFXODU�

a) �0

3
(3x2 − 6)dx = x3 − 6x]0

3 = (33 − 6 �3) − (03 − 6 �0) = 27 − 18 = 9

b) �1

e
x−1dx = �1

e 1
x dx = ln x]1

e = ln e − ln 1 = 1 − 0 = 1

c) �0

1 x7

1+x8 dx =
 

 
 

t = 1 + x8 H dt = 8x7dx
Si x = 0 H t = 1, x = 1H t = 2

 

 
 = 1

8 �1

2 dt
t = 1

8 ln t ]1
2 = 1

8 (ln 2 − ln 1) = ln2
8

d) �0

1
8 3 x dx = 8 �0

1
x

1
3 dx = 8 x

4
3

4/3
0

1

= 8
3 3 x4

4
0

1

= 8
3 3 14

4 = 6

e) �0

�

3 cos xdx = 3 �0

�

cos xdx = 3 senx]0
� = 3(sen�− sen0) = 0

f) � �

2

2�
cos xsen5xdx =

 

 
 
 
 

t = senxH dt = cos xdx
si x = �

2 H t = sen �

2 = 1
si x = 2xH t = sen2� = 0

 

 
 
 
 

= �1

0
t5dt = t 6

6 1

0
= − 1

6

�����������

r &DOFXOD�ODV�VLJXLHQWHV�LQWHJUDOHV�GHILQLGDV��

a) �−5

2
|x|dx

Es un función en valor absoluto que se anula para x = 0, luego transformándola en
una a trozos :

|x| =
 

 
 

−x si x > 0
x si x > 0

Luego como intervalo de integración se puede descomponer en dos :

�−5

2
|x|dx = �−5

0
(−x)dx + �0

2
xdx = − x2

2 −5

0
+ x2

2 0

2
= 25

2 + 2 = 29
2
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b) �0

�

|x − 2|cos xdx

la función con valor absoluto se anula para x = 2, luego para x < 2 será negativa y a
la derecha( para x >2) positiva:

|x − 2|cos x =
 

 
 

(2 − x)cos x si x > 2
(x − 2)cos x si x > 2

y el intervalo de integración ha de ser dividido en dos :

 �0

�

|x − 2|cos xdx = �0

2
(2 − x)cos xdx + �2

�

(x − 2)cos xdx

hallemos ( por partes) separadamente las integrales indefinidas correspondientes : 

�(x− 2)cosxdx =
 

 
 

u = x − 2H du = dx
dv = cosxdxH v = � cos xdx = senx

 

 
 = (x− 2)senx− � senxdx =

= (x − 2)senx+ cosx+ C y como �(2 − x)cosxdx = −�(x− 2)cosxdx = (2 − x)senx− cosx

Luego :

�
0

�

|x− 2|cosxdx = (2 − x)senx− cosx]0
2 + (x− 2)senx+ cosx]2

� = ((2 − 2)sen2 − cos2) −

−((2 − 0)sen0 − cos0) + (((�− 2)sen�+ cos�− ((2 − 2)sen2 + cos2)) = −cos2 + 1 − 1 − cos2 =

= −2 cos2 M 2

�����������

s�+DOOD�

�0

5
f(x)dx para f(x) =

 

 
 
 

 

x + 1 si x > 1
3 − x si 1 < x > 3
x − 3 si x > 3

�� 5HSUHVHQWD� JUiILFDPHQWH� I�[�� \� H[SOLFD� HO� VLJQLILFDGR� JHRPpWULFR�GH� OD� LQWHJUDO

TXH�KDV�FDOFXODGR�

---oo0oo---

El intervalo de integración [0, 5] se extiende por los tres intervalos de definición de la
función luego habrá que calcular tres integrales :

�0

5
f(x)dx = �0

1
(x+ 1)dx + �1

3
(3 − x)dx+ �3

5
(x− 3)dx = x2

2 + x 0

1
+ 3x− x2

2 1

3
+ x2

2 − 3x 3

5
=
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( 1
2 + 1) + ((9 − 9

2 ) − (3 − 1
2 )) + (( 25

2 − 15) − ( 9
2 − 9)) = 3

2 + ( 9
2 − 5

2 ) + (− 5
2 + 9

2 ) = 3
2 + 4

2 + 4
2 = 11

2

La representación de la función  se da en el dibujo siguiente :

El significado geométrico de la integral calculada es el área de la figura sombreada:

Área sombreada = Área del cuadrilátero ( GBCD) + área del triángulo(DEF) = área(ACD) -
área(ABG) + área (DEF) = (4·2)/2 - (1·1)/2 + (2·2)/2 = 8/2- ½ + 4/2 = 11/2 es.

 �����������

t� 5D]RQD� VL� HV� FLHUWD� OD

DILUPDFLyQ� VLJXLHQWH�� UHIHULGD� D

FXDOTXLHU�IXQFLyQ�FRQWLQXD�I�

�'DGRV� GRV� SXQWRV�$� \� %� GH� OD

JUiILFD� GH� I�� OD� LQWHJUDO� GHILQLGD� GH� I

HQWUH�ODV�DEVFLVDV�GH�$�\�GH�%�HV�LJXDO

DO� iUHD� GHO� UHFLQWR� OLPLWDGR� SRU� OD

FXUYD�\� �I��[���HO�HMH�GH�DEVFLVDV�\�ODV

UHFWDV�YHUWLFDOHV�WUD]DGDV�SRU�$�\�%���

��+DOOD��

�−2

4
f(x)dx

VLHQGR�I�OD�IXQFLyQ�UHSUHVHQWDGD�HQ�OD�ILJXUD�

---oo0oo---
Como en el intervalo de integración [-2, 4] la función f(x) corta al eje horizontal en x =

2, en el intervalo [ 2, 4 ] la integral será un número negativo que se resta al número
obtenido en el intervalo [ -2, 2], luego no da el área sino la diferencia de áreas de los
triángulos (OAB) y y (BCD).

Para hallar la integral usamos el método geométrico :

�−2

4
f(x)dx = �−2

2
f(x)dx− �2

4
f(x)dx = Área(OAB) - área(BCD ) = 4�2

2 − 2�1
2 = 4 − 1 = 3

�����������
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