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---oo0oo---

Partición del intervalo [1, 2] en subintervalos de amplitud 0’25 : [1, 1’25 ], [ 1’25, 1’5], [
1’5, 1’75 ], [ 1’75, 2 ].

c Para hacer una aproximación por defecto hallaremos la suma inferior s:

d Cálculo de los valores de la función para los extremos de menor altura del inter-
valo ( extremos superiores ):

f(1’25)=1/1’25= 4/5 ; f(1’5) = 1/1’5 = 2/3, f(1’75) = 4/7, f(2) = ½ .

e Suma inferior asociada a la partición ( área por defecto ) =

 s = f(1�25) � 1
4 + f(1 �5) � 1

4 + f(1�75) � 1
4 + f(2) � 1

4 = 1
4 ( 4

5 + 2
3 + 4

7 + 1
2 ) = 1

4
533
210 M 0�6345...

(1) Para hacer una aproximación por exceso hallaremos la suma inferior S:

(2) Cálculo de los valores de la función para los extremos de mayor altura del inter-
valo ( extremos inferiores ):

f(1) = 1, f(1’25) = 1/1’25 = 4/5, f(1’5) = 1/1’5 = 2/3, f(1’75) = 4/7.

(3) Suma superior asociada a la partición ( área por exceso ) =

 S = f(1) � 1
4 + f(1 �25) � 1

4 + f(1�5) � 1
4 + f(1�75) � 1

4 = 1
4 (1 + 4

5 + 2
3 + 4

7 ) = 1
4

319
105 M 0�7595...

�����������

o +D]�OD� FRPSUREDFLyQ��PHGLDQWH�XQ�SURFHGLPLHQWR�JHRPpWULFR��GH�OD�SURSLHGDG
,'���HQ�HO�LQWHUYDOR [0, 1] FRQ�ODV�IXQFLRQHV���I�[�� �[�����\�J�[�� ��[���

---oo0oo---
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Se trata de comprobar que la integral de una suma ( o diferencia de funciones ) es la
suma ( o diferencia) de  las integrales de las funciones :

(1) �a

b
(f(x) + g(x))dx = �a

b
f(x)dx + �a

b
g(x)dxH �0

1
(3x+ 7)dx = �0

1
(x + 4)dx+ �0

1
(2x+ 3)dx

Para comprobarlo usaremos, primero, el procedimiento geométrico de cálculo del
área comprendida entre [0, 1]:

1) área bajo la función f(x) = x + 4.

La figura geométrica formada es un trapecio de altura la amplitud del intervalo h= 1-
0 = 1 y bases B = f(1) = 1 + 4 = 5, b = f(0) = 0+4 = 4. por tanto su área es :

 Af = B+b
2 �h = 5+4

2 �1 = 9
2 u.s.

2) área bajo la función g(x) = 2x + 3.

Es otro trapecio de h = 1 - 0 = 1 , B = f(1) = 2·1+3= 5, b = f(0) = 2·0 + 3 = 3, luego su
área :

Ag = B+b
2 h = 5+3

2 �1 = 4u.s.
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3) área bajo la función suma h(x) = f(x) + g(x) = x + 4 + 2x + 3 = 3x + 7 :

Ahora h = 1, B = f(1) = 3·1+7 = 10, b = f(0) = 3·0 + 7 = 7  y, por tanto :

Af+g = B+b
2 h = 10+7

2 �1 = 17
2 u.s.

4) Comprobación :

�0

1
(3x+ 7)dx = �0

1
(x+ 4)dx+ �0

1
(2x+ 3)dxH Af+g = Ag + Af Z

17
2 = 4 + 9

2

5) área bajo la diferencia i(x) = g(x) - f(x) = 2x + 3 - x - 4 = x - 1

Es un triángulo rectángulo de base b = 1 y altura h = 1, luego su área:

Ag−f = b�h
2 = 1�1

2 = 1
2 u.s.

6) Comprobación de la propiedad para la diferencia :

| �a

b
(g(x) − f(x))dx| = | �a

b
g(x)dx− �a

b
f(x)dx| = | �0

1
(2x+ 3)dx− �0

1
(x+ 4)dx| = | �0

1
(x − 1)dx| =

|Ag − Af| = |Ag−f| H |4 − 9
2 | = 1

2

Realizaremos ahora la comprobación mediante el cálculo analítico, aplicando la regla
de Barrow para hallar las integrales definidas :

�0

1
(f(x) + g(x))dx = �0

1
(x+ 4 + 2x + 3)dx = �0

1
(3x+ 7)dx = 3x2

2 + 7x 0

1
= 3

2 + 7 = 17
2
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�0

1
f(x)dx = �0

1
(x+ 4)dx = x2

2 + 4x 0

1
= 1

2 + 4 = 9
2

�0

1
g(x) = �0

1
(2x+ 3)dx = x2 + 3x]0

1 = 1 + 3 = 4

�0

1
f(x)dx+ �0

1
g(x)dx = 9

2 + 4 = 17
2 = �0

1
(f(x) + g(x))dx q.e.d.

�0

1
(f(x) − g(x))dx = �0

1
(x+ 4 − 2x − 3)dx = �0

1
(−x+ 1)dx = − x2

2 + x 0

1
= − 1

2 + 1 = 1
2

�0

1
f(x)dx− �0

1
g(x)dx = 9

2 − 4 = 1
2 = �0

1
(f(x) − g(x))dx

�����������

p +DOOD�ODV�LQWHJUDOHV�GHILQLGDV��

a) �−2

2
(x3 + 1)dx = x4

4 + x −2

2
= 24

2 + 2 − (−2)4

2 − 2 = (8 + 2) − (8 − 2) = 4

b) �−�
2�

|senx|dx, es una función en valor absoluto, la transformamos en otra a ”trozos”

|senx| =
 

 
 

−senx si k� > x > 2k� ó -k� > x > 0
senx si 0 < x <k�

Por tanto la integral a calcular, al considerar el intervalo de integración, se transforma
:

�−�

2�
|senx|dx = �−�

0
−senxdx+ �0

�

senxdx+ �
�

2�
−senxdx = −(−cosx) ]−�

0 + −cos x]0
� + cosx]

�

2� =

= (cos 0 − cos(−�)) + (−cos�+ cos0) + (cos2�− cos�) = (1 − (−1)) + (−(−1) + 1) + (1 − (−1)) =

= 2 + 2 + 2 = 6

c) �−1

1
f(x)dx siendo f(x) =

 

 
 

−x+ 1 si x > 0
x2 + 1 si x > 0

Otra función a trozos que hay que integrar en sus correspondientes intervalos : [ -1,
0] y [0, 1] :

�−1

1
f(x)dx = �−1

0
(−x+ 1)dx + �0

1
(x2 + 1)dx = − x2

2 + x −1

0
+ x3

3 + x 0

1
= ( 1

2 + 1) + ( 1
3 + 1) = 3

2 + 4
3 = 17

6

d) �4

12 x
x−3 dx

Aquí hemos de hacer un cambio de variable, en estos casos la manera de proceder
es doble:
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c Hallar la integral indefinida y sustituir los límites de integración después  :

� x
x−3

dx =
 

 
 

t = x− 3
dt = dx

 

 
 = � t+3

t dt = � t
t dt + 3 � dt

t = � t
1
2 dt + 3 � t− 1

2 dt = t
3
2

3/2 + 3 t
1
2

1/2 + C =

= 2
3 (x − 3)3 + 6 x − 3 + C, luego la integral definida será :

�4

12 x
x−3

dx = 2
3 (x− 3)3 + 6 x− 3

4

12
= 2

3 (12 − 3)3 + 6 12 − 3 −

− 2
3 (4 − 3)3 + 6 4 − 3 = (18 + 18) − ( 2

3 + 6) = 88
3

d Hacer el cambio de variable en la integral definida :

�4

12 x
x−3

dx =
 

 
 

t = x− 3H x = t + 3 si x = 12 H t = 12 − 3 = 9
dt = dx si x = 4 H t = 4 − 3 = 1

 

 
 = �1

9 t+3
t dt = t

3
2

3/2 + 3 t
1
2

1/2
1

9

=

= 2
3 t3 + 6 t 1

9
= 2

3 93 + 6 9 − 2
3 13 + 6 1 = (18 + 18) − ( 2

3 + 6) = 88
3

�����������

q $SOLFD� HO� PpWRGR� GH� ORV� WUDSHFLRV� SDUD� FDOFXODU� DSUR[LPDGDPHQWH� HO� iUHD
FRPSUHQGLGD�HQWUH�HO�HMH�GH�DEVFLVDV��ODV�UHFWDV�[� ���\�[� ����\�OD�JUiILFD�GH�OD�IXQFLyQ�\

 �I�[���D�OD�TXH�SHUWHQHFHQ�ORV�SXQWRV�GH�OD�WDEOD�VLJXLHQWH��

2’832’642’4221’610’69y
171411852x

---oo0oo---

La fórmula a aplicar es :

�2

17
f(x)dx M h(

y0

2 + y1 + y2 + ... +
yn

2 )

En donde :

h = 5 − 2 = 8 − 5 = 17−2
5 = 3 y las yi son los valores dados en la tabla de la función

�2

17
f(x)dx M 3 0 �69

2 + 1�61 + 2 + 2 �42 + 2�64 + 2 �83
2 = 3 �10�43 = 31 �29

�����������

r &DOFXOD�GH�QXHYR�OD� LQWHJUDO�GHILQLGD�GHO�HMHPSOR���GLYLGLHQGR�HO� LQWHUYDOR�GH
LQWHJUDFLyQ�HQ�GLH]�SDUWHV�LJXDOHV�

---oo0oo---
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Como el intervalo de integración es [0,1] y hemos de dividirlo en diez partes iguales,
la amplitud de cada una será 0’1, los valores de x e y  son :

0’36790’44490’52730’61260’69760’77880’85210’91390’96080’991y
10’90’80’70’60’50’40’30’20’10x

En donde los valores de yi = e−xi
2

Aplicando la fórmula  :

�0

1
e−x2

dx M h(
y0

2 + y1 + ... + y9 +
y10

2 ) = 0�1( 1
2 + 0�99 + 0�9608 + 0 �9139 + 0 �8521 + 0�7788 +

+0�6976 + 0 �6126 + 0 �5273 + 0�4449 + 0 �3679
2 ) = 0 �7469

�����������

s &DOFXOD�� XWLOL]DQGR� HO� PpWRGR� GH� ORV� WUDSHFLRV� \� GLYLGLHQGR� HO� LQWHUYDOR� GH
LQWHJUDFLyQ�HQ�RFKR�SDUWHV�LJXDOHV��OD�LQWHJUDO�VLJXLHQWH�

�0

1 dx
x2+4

---oo0oo---

El intervalo [0, 1] se ha dividir en 8 partes, luego la amplitud de cada intervalo :

h = 1−0
8 = 0 �125

Los puntos y sus imágenes las escribimos en la tabla siguiente:

0’20’20980’21920’22780’23530’24150’24610’2490’25y
10’8750’750’6250’50’3750’250’1250x

Ahora hallamos el área pedida :

�0

1 dx
x2+4 M 0 �125 0 �25

2 + 0 �249 + 0 �2461 + 0 �2415 + 0 �2353 + 0 �2278 + 0 �2192 + 0 �2098 + 0 �2
2 = 0�2317

�����������

t��+DOOD�HO�iUHD�OLPLWDGD�SRU�OD�JUiILFD�GH�I�[�� �FRV�[�\�HO�HMH�GH�DEVFLVDV�HQWUH

ODV�DEVFLVDV�π���\�π�

---oo0oo---

c Hallamos los ceros de la función

cosx = 0Z x = �

2 + k�

d Establecemos los intervalos de integración :
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Como la función no se anula en el intervalo de integración dado, sólo tenemos un
intervalo de integración [ π����π]�

e Cálculo del área :

Área = � �

2

�

cosxdx| = | senx] �

2

� | = |sen� − sen �

2 | = |0 − 1| = 1u2

�����������

u +DOOD�HO�iUHD�OLPLWDGD�SRU�I�[� = x2 - 2 x - 15, HO�HMH�2;�\��ODV�UHFWDV x = - 4 y x = 7.

---oo0oo---

c Hallamos los ceros de la función

x2 − 2x− 15 = 0 Z
 

 
 
 

 

x =
2− 4+60

2 = 2−8
2 = −3

x =
2+ 4+60

2 = 2+8
2 = 5

 

 
 
 

 

d Establecemos los intervalos de integración  :

Como la función se anula en el intervalo de integración dado, tenemos tres intervalos
de integración [ -4, -3 ], [ -3, 5] y [ 5, 7] �

e Cálculo del área  :

Área = �−4

−3
(x2 − 2x− 15)dx + �−3

5
(x2 − 2x− 15)dx + �5

7
(x2 − 2x− 15)dx = x3

3 − x2 − 15x −4

−3
+

+ x3

3 − x2 − 15x −3

5
+ x3

3 − x2 − 15x 5

7
= (−3)3

3 − (−3)2 − 15(−3) − (−4)3

3 − (−4)2 − 15(−4) +

+ (5)3

3 − (5)2 − 15(5) − (−3)3

3 − (−3)2 − 15(−3) + (7)3

3 − (7)2 − 15(7) − (5)3

3 − (5)2 − 15(5) =

= (−9 − 9 + 45) − (− 64
3 − 16 + 60) + ( 125

3 − 25 − 75) − (−9 − 9 + 45) + ( 343
3 − 49 − 105) − ( 125

3 − 25 − 75) =

= 27 − 68
3 + − 175

3 − 27 + − 119
3 − (− 175

3 ) = 13
3 + 256

3 + 56
3 = 325

3 u2

�����������

v +DOOD� HO� iUHD� OLPLWDGD�SRU� I�[� = x3 + 2x2 - 5 x - 6 \� HO� HMH�KRUL]RQWDO� HQWUH� ODV
DEVFLVDV -5 y 3/2 .

---oo0oo---

c Hallamos los ceros de la función

Hemos de probar por Ruffini entre los Div(-6)= { ±1, ±2 , ±3, ±6 } 
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1 2 -5 -6
-1 -1 -1 6

1 1 -6 0
2 2 6

1 3 0
-3 -3

1 0

Los ceros son, pues, : x = -1, x = 2 y x = -3.

d Establecemos los intervalos de integración  :

Como la función tiene dos ceros (-3,-1) en el intervalo de integración dado, tenemos
tres intervalos de integración [ -5, -3 ], [ -3, -1] y [ -1, 3/2] �

e Cálculo  del  área :

Área = �−5

−3
(x3 + 2x2 − 5x− 6)dx + �−3

−1
(x3 + 2x2 − 5x − 6)dx + �−1

3
2 (x3 + 2x2 − 5x− 6)dx =

= x4

4 + 2
3 x3 − 5x2

2 − 6x −5

−3
+ x4

4 + 2
3 x3 − 5x2

2 − 6x −3

−1
+ x4

4 + 2
3 x3 − 5x2

2 − 6x −1

3
2 =

= (−3)4

4 − 2(−3)3

3 − 5(−3)2

2 − 6(−3) − (−5)4

4 − 2(−5)3

3 − 5(−5)2

2 − 6(−5) + |
(−1)4

4 − 2(−1)3

3 − 5(−1)2

2 − 6(−1) −

− (−3)4

4 − 2(−3)3

3 − 5(−3)2

2 − 6(−3) | + (3/2)4

4 − 2(3/2)3

3 − 5(3/2)2

2 − 6(3/2) − (−1)4

4 − 2(−1)3

3 − 5(−1)2

2 − 6(−1) =

= 135
4 − 2485

12 + 53
12 − 135

4 + − 999
64 − 53

12 = 520
3 + 88

3 + 3845
192 = 38533

192 u2

�����������

w +DOOD�HO�iUHD�OLPLWDGD�SRU�I�[� = x3 + x2 - 10x + 8 \�HO�HMH�2;.

---oo0oo---

c Hallamos los ceros de la función

Hemos de probar por Ruffini entre los Div(8)= { ±1, ±2 , ±4, ±8 } 

1 1 -10 8
1 1 2 -8

1 2 -8 0
2 2 8

1 4 0
-4 -4

1 0

Los ceros son, pues, : x = - 4, x = 1 y x = 2.
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d Establecemos los intervalos de integración  :

Como la función tiene tres ceros, tenemos dos intervalos de integración [ -4, 1], [1, 2]
 

e Cálculo  del  área :

Área = �−4

1
(x3 + x2 − 10x+ 8)dx + �1

2
(x3 + x2 − 10x + 8)dx =

= x4

4 + 1
3 x3 − 5x2 + 8x −4

1
+ x4

4 + 1
3 x3 − 5x2 + 8x 1

2
=

= 14

4 + 13

3 − 5 �12 + 8 �1 − (−4)4

4 + (−4)3

3 − 5 � (−4)2 + 8 � (−4) +

+ 24

4 + 23

3 − 5 �22 + 8 � 2 − 14

4 + 13

3 − 5 � 12 + 8 �1 =

= 43
12 − (− 208

3 ) + 8
3 − 43

12 = 875
12 + 11

12 = 886
12 = 443

6 u2

�����������

nn +DOOD�HO�iUHD�OLPLWDGD�SRU�ODV�JUiILFDV�GH�I�[� = x \�J��[� = x2 - 2x - 8 HQWUH�ODV
DEVFLVDV����\���

---oo0oo---

c Cálculo de las abscisas de los puntos de corte de las funciones :

f(x) = g(x)Z x = x2 − 2x− 8 Z x2 − 3x− 8 = 0 Z
 

 
 
 

 

x =
3− 9+32

2 =
2− 41

2 M −1 �7

x =
3+ 9+32

2 =
2+ 41

2 M 4�7

 

 
 
 

 

d Establecer los intervalos de integración:  

Como los puntos de corte no están en el intervalo pedido integramos en [ -1, 2].

e Hallar el área :

A = �−1

2
(f(x) − g(x))dx = �−1

2
(x − x2 + 2x+ 8)dx = �−1

2
(−x2 + 3x + 8)dx = − x3

3 + 3x2

2 + 8x −1

2
=

= −23

3 + 3�22

2 + 8 �2 − −(−1)3

3 + 3�(−1)2

2 + 8 � (−1) = (− 8
3 + 6 + 16) − ( 1

3 + 3
2 − 8) = 58

3 + 37
6 = 51

2 u2

�����������

no�+DOOD�HO�iUHD�OLPLWDGD�SRU�ODV�JUiILFDV�GH�I�[�� �VHQ�[�\�J��[�� �FRV�[�HQWUH���\

π�

---oo0oo---
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c Cálculo de las abscisas de los puntos de corte de las funciones :

f(x) = g(x)Z senx = cosx, dividiendo por cosxH tgx = 1Z x = �

4 + k�(k F Z)

d Establecer los intervalos de integración:  

En el intervalo pedido está el punto de corte x = π/4, tenemos dos intervalos de
integración :  [ 0,π/4] y [π/4, π ] .

e Hallar el área :

A = �0

�/4
(f(x) − g(x))dx + �

�/4

�

(f(x) − g(x))dx = �0

�/4
(senx − cosx)dx + �

�/4

�

(senx− cosx)dx =

= −cosx− senx]0

�

4 + − cosx− senx] �

4

� = (−cos �

4 − sen �

4 ) − (−cos 0 − sen0) +

+ (− cos�− sen�) − (−cos �

4 − sen �

4 ) = −
2
2 −

2
2 − (−1 − 0) + (−(−1) − 0) − −

2
2 −

2
2 =

= − 2 + 1 + 1 + 2 = − 2 + 1 + 1 + 2 = 2u2

�����������

np�+DOOD��HQ�FDGD�FDVR��HO�iUHD�OLPLWDGD�SRU�

D��I��[�� �[������[�\�J��[�� ��[������[

c Cálculo de las abscisas de los puntos de corte de las funciones :

f(x) = g(x)Z x2 − 3x = −x2 + 5x H 2x2 − 8x = 0 Z 2x(x− 4) = 0 Z
 

 
 

2x = 0Z x = 0
x− 4 = 0Z x = 4

 

 
 

d Establecer los intervalos de integración:  

Los dos puntos de corte forman un único intervalo : [ 0, 4 ].

e Hallar el área :

A = �0

4
(f(x) − g(x))dx = �0

4
(x2 − 3x− (−x2 + 5x))dx = �0

4
(2x2 − 8x)dx =

= 2x3

3 − 4x2
0

4
= 2�43

3 − 4 �42 − 2�03

3 − 4 �02 = 128
3 − 64 = − 64

3 = 64
3 u2

E��I�[�� �[�����[�\�J��[�� ���[�����

c Cálculo de las abscisas de los puntos de corte de las funciones :
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x3 − 3x = − x2

2 H 2x3 + x2 − 6x = 0Z x(2x2 + x− 6) = 0Z

 

 
 
 

 

x = 0

2x2 + x− 6 = 0Z
 

 
 

x = −2
x = 3

2

 

 
 

 

 
 
 

 

d Establecer los intervalos de integración:  

Los tres puntos de corte forman dos intervalos : [ -2, 0 ] y [0, 3/2 ].

e Hallar el área :

A = �−2

0
(f(x) − g(x))dx + �0

3
2 (f(x) − g(x))dx = �−2

0
x3 − 3x− (− x2

2 ) dx + �0

3
2 x3 − 3x + x2

2 dx =

= x4

4 − 3x2

2 + x3

6 −2

0
+ x4

4 − 3x2

2 + x3

6 0

3
2 = (0) − (−2)4

4 + (−2)3

6 −
3(−2)2

2 +
( 3

2 )4

4 +
( 3

2 )3

6 −
3( 3

2 )2

2 − 0 =

= −(4 − 4
3 − 6) + 81

64 + 9
16 − 27

8 = 10
3 + − 99

64 = 10
3 + 99

64 = 937
192 u2

�����������

nq� 8Q� PyYLO� VH� GHVSOD]D� VLJXLHQGR� XQD� WUD\HFWRULD� UHFWLOtQHD� FRQ� YHORFLGDG

YDULDEOH�Y�W�� ����W������P�V��&DOFXOD�HO�HVSDFLR�UHFRUULGR�HQWUH�ORV����V�\�ORV����V�

---oo0oo---

v(t) = ds
dt H ds = v(t)dtH �s1

s2
ds = � t1

t2
v(t)dt, s2 − s1 = �18

33
(3t − 2)dt = 3t2

2 − 2t 18

33
= 3�332

2 − 2 � 33 −

− 3�182

2 − 2 �18 = 1567�5 − 450 = 1117�5m

�����������

nr� 8Q� PyYLO� VH� GHVSOD]D� VLJXLHQGR� XQD� WUD\HFWRULD� UHFWLOtQHD� FRQ� DFHOHUDFLyQ

FRQVWDQWH�D��W�� ����P�V����+DOOD�HO�LQFUHPHQWR�GH�YHORFLGDG�H[SHULPHQWDGR�HQWUH�ORV����V

\�ORV����V�

---oo0oo---

a(t) = dv
dt H dv = a(t)dtH �v1

v2
dv = � t1

t2
a(t)dtZ �v = v2 − v1 = �10

12
12dt = 12t]10

12 = (12 �12 − 12 �10)

�v = 144 − 120 = 24 m
s

�����������
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ns� 8Q� PyYLO� VH� GHVSOD]D� VLJXLHQGR� XQD� WUD\HFWRULD� UHFWLOtQHD� FRQ� YHORFLGDG

YDULDEOH�Y�W�� ����W������P�V��&DOFXOD�OD�YHORFLGDG�PHGLD�TXH�GHVDUUROOD�HQWUH�ORV����V�\

ORV����V�

---oo0oo---

vm = �s
�t = s2−s1

t2−t1 =
�20

27
(5t−2)dt

27−20 =
5t2
2 −2t

20

27

7 =
5�272

2 −2�27 − 5�202
2 −2�20

7 = 808�5
7 = 115�5 m

s

�����������

nt &RQ� ORV� GDWRV� GHO� HMHPSOR� ��� FDOFXOD� HQ� TXp� VHPHVWUH� GHO� SULPHU� DxR� VH
YHQGLHURQ�PiV�FRFKHV��

---oo0oo---

Hemos de hallar los coches vendidos en cada semestre :

c Primer semestre  :

F(6 � 30) − F(0) = 8 �0

180
e

t
90 dt = 8 � 90e

t
90

0

180
= 720 e

180
90 − e

0
90 = 720(e2 − e0) =

= 720 � 6�3890 M 4600 coches vendidos.

d Segundo semestre :

F(360) − F(180) = 8 �180

360
e

t
90 dt = 8 � 90e

t
90

180

360
= 720 e

360
90 − e

180
90 = 720(e4 − e2) =

= 720 � 47�20 M 33990 coches vendidos.

Se vendieron 33 990 - 4 600 = 29 390 coches más en el segundo semestre.

�����������
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