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00 La figura muestra la grdfica de una funcion polinémica de segundo
grado que pasa por el origen y que es la dertvada de una funcion f.
Resuelve los apartados

a) Determina los intervalos de crecimiento y decrecimiento de

f.

b) Determina los mdximos y los minimos relativos y los
puntos de inflexion de f.
¢) Traza un esbozo de la grdfica de f. Justificalo.

---00000---
a) Si elaboramos, fijandonos en la figura, la tabla de intervalos, teniendo en
cuenta que cuando f ‘(x) > 0 es creciente y viceversa :

(- », 0) 0 0, 2) 2 (2, o)
>0 0 <0 0 >0
A N N U A

b) En la tabla anterior podemos apreciar que tiene un maximo en x = 0 (
pasa de ser creciente - f ‘(x) > 0 - a la izquierda a decreciente - f (x) < 0 - a la
derecha) y un minimoenx =2 (f'(2)<0yf‘(2*)>0).

Para hallar los puntos de inflexion confeccionamos la tabla de variacion de la
derivada segunda fijandonos en el crecimiento u decrecimiento de la derivada
primera, es decir en el intervalo ( - o, 1) la derivada primera es decreciente luego
su derivada f “(X) < 0y en el intervalo ( 1, ) la derivada primera es creciente luego
su derivada f “(x) >0 :

(-» 1) 1 (1, »)
<0 0 >0
cc P.l. cX

Como en x =1 pasa de ser cc. a cx. ese es el punto de inflexion.

c) Con la informacion obtenida en los apartados anteriores podemos dibujar
de forma aproximada la grafica de f(x) :

""" U
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00 Determina los coeficientes a, b, ¢, y d de una funcion
polinémica de tercer grado cuya representacion grdfica es la que
muestra la figura.

---00000---
Al ser una funcién polinémica de tercer grado tendra la forma :
f(x) = ax® + bx* +cx +d

en donde tenemos cuatro incognitas, luego son necesarias cuatro ecuaciones
linealmente independientes. Veamos lo que deducimos de la observacion de la
figura :

Q Punto de corte con el eje horizontal en (-1, 0):

f-1) =0« a(-1)*+b(-1)?+c(-1)+d=0=-a+b-c+d=0 (1)

O Punto de corte con el eje horizontalen (2,0), luegof(2)=0:

a2l +b(2?+c2+d=0»8a+4b+2c+d=0 (2

QO Maximo relativo en x =0, luego f ‘(0) = 0, como f ‘(x) = 3ax? + 2bx + c :

3a(0)2+2b-0+c=0® c=0 (3)

O Minimo relativoen x =2, luegof‘(2) =0

3a(2)* + 2b-2 + c = 0 < 12a+4b+ c =0 (4).

Q Punto de corte con el eje vertical en (0, 4 ),luego f(0) = 4

a(0P +b(0)?+c0+d=4&d=4 (5

Con cuatro de las ecuaciones anteriores formamos un sistema ( que no sea
homogéneo), que resuelto nos proporcionard las cuatro incégnitas buscadas :

U-a+b-c+d =0

% d =4 @E —a+bh =-4 > —a+b =-4 E a=b+4=1
A (o =0 DlZa+4b =0 F,+12F1 16b =-48 0 b:_l;"s:—S
nl2a+4b+c =0

Hemos obtenidoa=1,b=-2,c=0yd =4, luego la funcién es :
f(x) = x3- 2x% + 4.

SOCEIEOEHE® ® @
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00 Halla las funciones polinémicas a x* + bx* + ex+ d cuya derivada

segunda sea x - 1. ;Cudl o cuales de ellas tienen un minimo relativo en el punto
(4, -1/3).
---00000---

Sea f(x) = ax® + bx? +cx + d, la funcién buscada, ya que su derivada segunda
es de grado uno:

f'(x) =3ax®* + 2bx + c; f“(x) =6ax + 2b =x -1, luego:
ba=1~a=16y2b=-1&b=-1/2
La funcion es , pues :

f(x) = +x3 —3x2 +cx+d

Si ha de tener un minimo en ( 4, -1/3), se ha de cumplir que f‘(4) =0y f(4) =

-1/3:
0f(4) =-5 0 Ug54°-34%+4c+d =-3 0 Odc+d =-3 O

— =-3-4c=1
Jrw@y) =0 B9 ia2-a+c =0 TH ¢ =g gd34c=s

La funcién es :

f(x) = £x3 - 3x% —4x+13
QOHEEEE® ® @

00 Una agencia inmobiliaria tiene alquilados 200 apartamentos en una
ciudad a 160 euros al mes cada uno. Por cada 5 euros de aumento en el alquiler
pierde un inquilino, que se traslada a otro apartamento mds economico. ;Cudl es
el alquiler que produce mayor beneficio a la agencia?

---00000---

Sea:

X = precio de alquiler de cada apartamento.

y = nimero de apartamentos alquilados.

© Funcioén a optimizar:

Beneficio maximo = B(x,y) = x- y (1).

© Ecuaciones de condicion.

Po = precio mensual inicial de alquiler = 160 €

Matematicas aplicadas a las CC.SS. II



Tema N° 8 -SAplicaciones de las derivadas 1 66

N, = numero de apartamentos alquilados al precio inicial (p,) = 200
apartamentos.

Inquilinos perdidos = An = n, -y = 200 - y.
Aumento de precio = Ap =X - p, =X - 160.

La relacion entre ambas variaciones se nos dice y es :

Aumento de precio _Ap _ 5 x=160

Decremento enlo inquiinos — An — 1 = 200-y — 0 <> X—160 = 5(200-y) <> x—160 = 1000 -5y

By =—x+1160 = y=—+x+232 (2)
© Optimizacion
Sustituyendo la ecuacion (2) en la funcion (1) queda la funcion :

B(X) = X(—£x+232) = —£x2 +232x
gue hemos de derivar e igualar a cero:

B'(x) =—£x+232 = —£x+232=0 < x= 2% =580
Para comprobar que es el maximo :
B"(x) =—% = B"(580) =—% <0 = Maximo

© Solucion

Precio mensual de alquiler 6ptimo = x = 580 €
Numero de apartamentos alquilados y = (-1/5)-580 + 232=-116 +232 =116

Beneficio B(x,y) = 580-116 =67 280 €
©ooNDOEE® ® ®

@O0 Queremos vallar un campo rectangular que estd junto a un camino.
La valla del lado del camino cuesta 5 euros/m vy la de los otros tres lados, 0,625
euros/m. Halla el drea del campo de mayor superficie que podemos cercar con
1800 euros.

---00000---

Sean x ey los lados del campo rectangular a vallar.

La funcion a optimizar es el area :

a(x,y)=x-y (1)
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La condicion es el dinero maximo que nos podemos gastar :
5x + 0’625 (x +2y) = 1 800 (2)

puesto que el lado del camino de longitud x cuesta a 5 €/m y el resto ( el
otro lado de longitud x y los dos lados de longitud y ) a 0’625 €/m.

Despejando y de (2) y sustituyendo en (1) obtenemos una funciéon de una
variable que optimizamos :

5x+0'625x + 1'25y = 1800 = 1'25y = 1800 —5'625x <> y = 2592 — 282 = 1440 - 4'5x
a(x) = x-(1440-4'5x) = 1440 x - 4’5 x?
a(x) = 1440 - 9x =0 = x = 1440/9 = 160 m = y = 1440 - 4'5.160 = 720 m

Comprobamos que es el maximo : a’(x) = -9 = a”(160) = - 9 < 0 = Maximo

a(x,y) =x-y=160m - 720 m = 115 200 m 2.
QOOEIEHCEHE® © @

00 Una esmeralda pesa 16 g y sabemos que su valor es proporcional al
cuadrado de su peso. Si partimos en dos trozos la esmeralda, halla el peso que
debe tener cada uno de ellos para que su valor sea minimo.

---00000---

Sean x e y los pesos de los trozos en que vamos a dividir la esmeralda.

3 Funcion objetivo : Valor = v(x,y) = k ( X* + y?)

(1)

# Ecuacion de condiciéon : x+y =16 gr

2)
# Optimizacion :
Despejamos y de ( 2), sustituimos en (1) y optimizamos :

y =16 -x = v(X) = k (x* + (16-x)? )= k ( xX* + 256 -32x + x* ) = k ( 2x* -32x + 256
)= V(X)=k(4x-32) =V (X)=0=4x-32=0=x=32/4=8qr.

para comprobar que es minimo v’(x) = 4k y k>0 = v”’(8) = 4k > O = Minimo.
Para que el valor sea minimo hemos de dividirla en dos trozos de 8 gr

SOOIEOEHE® ® @
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®0 La evolucion del niimero de socios de un equipo de futbol fundado en
1945 viene dada por:

S(t)= -0,2 (2 t*- 45 t>- 4200 t - 60)

donde t se expresa en anos. Calcula el nimero minimo y el niimero mdximo de
socios que ha tenido dicho club hasta el momento presente.

---00000---
Derivada primera:
S'(t)=-072(6t2-90t-4200).

Ceros de la derivada primera:

Et _ 15-/225+2800 _ 1555 _ —20 a

/ _ — - 2 - 2 -

-0 2(6t2—90t—4200)—O<:>t2—15t—700—02>D _15+Jm 15455 [l
Ht= > == =35 H

Condicion suficiente para los extremos:

S”(t) =-0'2(12t-90) =S"(-20) = -0'2(12(-20) - 90) = 30 > 0 Min

S”(35)=-02(12-35-90) =- 02 (330) =-66 <0 Maximo.

Hay un problema, que el tiempo no puede ser negativo, el tiempo t = 0 seria
el afio de fundacion 1945, hasta el 2000 han transcurrido 55 afios.

Como la funcién es continua, lo sera en el intervalo [ 0, 55] y por tanto tendra
su maximo y su minimo absoluto en dicho intervalo, veamos los valores de los
extremos :

S(0)=-02(2:0° -45 -0°- 4 200-0 - 60) = 12 socios .
S(55) =- 02 (2-55° - 45 -55% - 4 200-55 - 60) = 6 887 socios

Luego el minimo es el afio de fundacién que tiene 12 socios fundadores y el
méaximo en el afio 35 ( 1945+35 = 1980) con:

S(35) =- 02 (2-35° - 45 -35% - 4 200-35 - 60) = 23 287 socios
SooHEOEI® ®©

®0O La cantidad de madera, en metros cuibicos, que se extrae de un bosque
viene dada por:

V(t) = " donde t se expresa en anos.
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Cierto afo, el precio de la madera es 4 euros/m’ y, a partir de ese afno, la
madera se deprecia 0,125 euros/m’ cada ano. Halla qué momento es el mds
rentable para talar los drboles.

---00000---

p(t) = precio del m® de madera =4 - 0’125( t - to)

El afio en que serd mas rentable sera aquel en que los ingresos sean
maximos. Los ingresos es el producto de la cantidad vendida por su precio :

I(t) = V(t) - p(t) = €% (4 - 0’125(t - to) ) funcién en la que se ha de hallar el maximo :
B Derivada primera :
I'(t)= 0'05e°°% (4 - 0'125(t - to) ) + €°%'(-0'125) = %% ( -0’00625(t - to) +0'075)
B Ceros de la derivada primera:
g%t (-0’00625(t - to) +0°075) = 0 =t - t, = 0°'075/0'00625= 12.

Luego el afio mas adecuado para talar los arboles es 12 después del que
estabana4 € /m?

RN EO) Il IR

@®0 Tras la ingestion de una bebida alcohdlica, la concentracion de
alcohol en la sangre (en g-1'') evoluciona segiun la funcién:

Ct)=t-e'", engl!

donde t es el tiempo, en horas, transcurrido desde el instante de la ingestion.
Calcula el momento en el que se alcanzard la concentracién mdxima Yy
cudnto valdrd ésta.

---00000---

Hemos de hallar la primera derivada primera, sus ceros y sustituir estos en la
derivada segunda para ver cual es el maximo :

C'(t) =e+t(-1)e**=e'" (1 -1), que igualamos a cero para hallar sus ceros:

Oel'=0 > 1-t=-0ne=t=0 O
1-t(q _4) =
e (1-0=0=10 1= St=1 .

para comprobar que t = 1 es maximo podemos usar el criterio de la derivada
segunda o el de la derivada primera, viendo si a la izquierda es creciente (C' >0) y
a la derecha decreciente (C’' < 0) :
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C(0)=e>0, C(2) =e'?(1-2) = -e! < 0, luego efectivamente t = 1 es un
maximo.

la concentracibn maxima sera, como hemos demostrado, la alcanzada al
cabo de una hora:

C(l)=1e"*=1-€°01qll
SOOEEOEE® ® @

®0O El nuimero de unidades de un cierto articulo fabricadas cada mes, x,
influye en el precio en euros de cada unidad segtn la funcion:

2
P(X) =580- m
Sabiendo que la fabricacion tiene unos gastos fijos de 250000 euros y unos
gastos variables de 125 euros por cada unidad producida:
a) Escribe la formula de la funcion B(x) que expresa el beneficio obtenido
por la venta de x unidades (los ingresos obtenidos menos los gastos

totales).

b) Calcula qué niimero de unidades hay que fabricar para obtener el
mdximo beneficio.

¢) ; Cudl es entonces el precio de cada unidad?
---00000---
a) X = unidades vendidas.
Ingresos = I(x) = unidades vendidas- precio de venta = x - (580-x?/16000).
Gastos = G(x) = 250 000 + 125x .
Beneficios = Ingresos - Gastos = I(x) - G(x) = B(x)
B(X) = I(x) — G(x) = x(580 - ﬁzoo) - (250000 +125x) = —#(foo +455x - 250000
b)
Derivada primera :

B'(X) = —Taao5 +455

Ceros de la derivada primera, B'(X) =0 :

3x?

13505 +455 =0 = e = 455 <> x2 = LU0 o =y [0 = 11557776
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Como el numero de unidades vendidas no puede ser negativo el maximo
sera la solucion positiva x = 1 557’776, de todas formas lo comprobamos:

Criterio de la derivada segunda:
B (X) = —texs = B"(1557'776) = —1871776 . _0'58 <0 luego maximo

Tenemos otro problema y es que el nUmero de unidades ha de ser un entero
( positivo ), cuél tomamos x = 1 557 o x = 1 558, nos lo dice el beneficio maximo :

B(1557) = 187 4+ 455.. 1557 - 250000 = 222525269
B(1558) = —3% + 455.. 1558 - 250000 = 222525'4305

Por poca diferencia, el beneficio maximo se alcanza con x = 1 558
unidades producidas.

c)
P(1558) = 580 — 32 ~ 428'3 euros.
SOOEECEE® ® @

®0 El consumo de gasolina de un automovil en l/km depende de la
velocidad que desarrolla, en km-h' , segin la funcién:

3g0'011v

Cv) =%

a) Calcula la velocidad mds economica.

b) ; Cudnto consume el coche cada 100 kilémetros si circula a la
velocidad mds econémica ¢

---00000---

a) La velocidad pedida es aquella a la cual el consumo sea minimo.

Q Derivada primera :

Jroy  3:01011.60/011v.y-3¢0'011v _ 3e901v(0'011v-1)

Q Ceros de la derivada primera, C'(v) =0 :
o'o11v(q/ _
X D) -0=0'011v-1=0 < v=71=~90'9090...

v2 0’011 —

Q Criterio de la derivada primera para el minimo:
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3e0'011-89(0/011. 89-1) _

C'(89) = " =-2'1-10"°<0 >\,

3e0'01191(9'011. 91-1)

C'(91) = & =9'8-107 >0 =/

Como pasa de ser decreciente a la izquierda de x = 90’90 a ser creciente a la
derecha, en x = 90’90 tiene un minimo.

La velocidad mas econémica es v = 90’9 km /h
b)

Consumo a los 100 km = consumo / km - 100 km = C (90'9)-100=

3eo/011. 90’9
- 9092

.100 ~ 8'97 70—
SCOEHCEE® ¢ @

®0 El precio en euros de un articulo que estuvo diez anos en el mercado
evoluciono segun la funcion:

P(t _O7+t?2 0<t<2
()_EHQ 2<t<10

donde t es el tiempo expresado en anos. Halla cudl ha sido su precio minimo y
su precio mdximo.

---00000---

O Derivada primera

02t 0<t<2
. <
PO=01 2<t<10

O Ceros de la derivada primera:
En el primer intervalo 2t =0 & t=0
O Criterio de la derivada segunda :

P//(t): E2 0<t<?2

02<t<10 luego P"(0) =2>0=t=0 es un minimo
0 <

O Calculo del méximo :

Como la funcién es continua, segun el teorema de Weierstrass, la funcion
alcanzard su maximo y minimo absolutos en las fronteras de los intervalos :
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P0)=7,P(2)=2+9=11yP(10) =10 + 9 =19, luego :
El minimo es (0,7) como ya habiamos deducido y el maximo ( 10, 19).
QOOEECEHE® S @

®0 Demuestra que la ecuacién x* - 36 x + 10 = 0 no puede tener dos
raices reales en el intervalo (-1, 2). ; Tiene alguna raiz en este intervalo ¢

---00000---

Sea f(x) = x* - 36x + 10 una funcién cuyas raices son las mismas que las
soluciones de la ecuacion propuesta.

® Primero comprobaremos si tiene alguna raiz real en el intervalo ( -1, 2)
mediante el teorema de Bolzano. Comprobemos si cumple las hipétesis
del teorema :

€ La funcién, al ser polindbmica, es continua en R y por tanto en el
intervalo [ -1, 2].

€ La funcién tiene distinto signo en los extremos del intervalo :
f(-1) =(-1)®-36 (-1) + 10 =- 1+ 36 + 10 =45 > 0,
f(2)=22-36-2+10=8-72+10=-54<0
Por tanto, se cumple la tesis del teorema :
(c0(-1,2)]|f(c)=0

@ Demostremos que esa solucion ha de ser Unica, lo que haremos mediante
el teorema de Rolle y por reduccion al absurdo :

€ Supongamos que existe otra raiz d > ¢ y comprobemos que se
satisfacen las hipodtesis del teorema de Rolle :

® f es continua en [c, d] pues es polinédmica.
® f es derivable en (c, d) pues polinémica.
® f (c) = f(d) segun hemos supuesto.

Se cumplira la tesis del teorema de Rolle :

Ded (c, d) O (-1, 2) | f* (e) =0
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Encontremos ese valor e : f’ (x) = 3x*> - 36, como f‘(x) =0 :
3x2-36=0=x2=L =12 = x=+,/12 =+2/3 ~+3'46...

pero, en contra de los supuesto, ninguna de las dos soluciones
obtenidas pertenecen al intervalo (-1, 2), luego hemos llegado a una
contradiccién que nos demuestra que las soluciones no pueden ser

dos y por tanto ha de ser Unica .

AR EO) Il IR R
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