
ns�/D� ILJXUD�PXHVWUD�OD�JUiILFD�GH�XQD�IXQFLyQ�SROLQyPLFD�GH�VHJXQGR

JUDGR�TXH�SDVD�SRU�HO�RULJHQ�\�TXH�HV�OD�GHULYDGD�GH�XQD�IXQFLyQ�I�

�5HVXHOYH�ORV�DSDUWDGRV

D��'HWHUPLQD�ORV�LQWHUYDORV�GH�FUHFLPLHQWR�\�GHFUHFLPLHQWR�GH

I�

E�� 'HWHUPLQD� ORV� Pi[LPRV� \� ORV� PtQLPRV� UHODWLYRV� \� ORV

SXQWRV�GH�LQIOH[LyQ�GH�I�

F��7UD]D�XQ�HVER]R�GH�OD�JUiILFD�GH�I��-XVWLItFDOR�

---oo0oo---
a) Si elaboramos, fijándonos en la figura, la tabla de intervalos, teniendo en

cuenta que cuando f ‘(x) > 0 es creciente y viceversa :

Ü�Þ�Üf(x)
> 00<00> 0f ‘(x)

(2 , ∞ )∞ )2(0 , 2)0(- ∞∞, 0)x

b) En la tabla anterior podemos apreciar que tiene un máximo en x = 0 (
pasa de ser creciente - f ‘(x) > 0 - a la izquierda a decreciente - f’ (x) < 0 - a la
derecha ) y un mínimo en x = 2 (f ‘(2-) < 0 y f ‘(2+ ) > 0 ).

Para hallar los puntos de inflexión confeccionamos la tabla de variación de la
derivada segunda fijándonos en el crecimiento u decrecimiento de la derivada
primera, es decir en el intervalo ( - ∞, 1 ) la derivada primera es decreciente luego
su derivada f ‘’(x) < 0 y en el intervalo ( 1 ,∞ ) la derivada primera es creciente luego
su derivada f ‘’(x) > 0 :

cxP.I.ccf(x)
> 00< 0f ‘’(x)

(1 , ∞ )∞ )1(- ∞∞, 1)x

Como en x = 1 pasa de ser cc. a cx. ese es el punto de inflexión.

c) Con la información obtenida en los apartados anteriores podemos dibujar
de forma aproximada la gráfica de f(x) :

�����������
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nt�'HWHUPLQD�ORV�FRHILFLHQWHV�D��E��F��\�G�GH�XQD�IXQFLyQ

SROLQyPLFD�GH�WHUFHU�JUDGR�FX\D�UHSUHVHQWDFLyQ�JUiILFD�HV�OD�TXH

PXHVWUD�OD�ILJXUD�

---oo0oo---

Al ser una función polinómica de tercer grado tendrá la forma :

f(x) = ax3 + bx2 +cx + d
en donde tenemos cuatro incógnitas, luego son necesarias cuatro ecuaciones
linealmente independientes. Veamos lo que deducimos de la observación de la
figura :

� Punto de corte con el eje horizontal en ( -1, 0 ):

f(-1) = 0 Ù a(-1)3 + b(-1)2 + c(-1) + d = 0Ù -a + b - c + d = 0  (1)

� Punto de corte con el eje horizontal en ( 2, 0 ), luego f(2 ) = 0 :

a(2)3 + b(2)2 + c·2 + d = 0Ù 8a + 4b +2 c + d = 0  (2)

� Máximo relativo en x = 0 , luego f ‘(0) = 0, como f ‘(x) = 3ax2 + 2bx + c :

3a(0)2 + 2b·0 + c = 0 Ù  c = 0 (3)

� Mínimo relativo en x = 2 , luego f ‘(2 ) = 0

3a(2)2 + 2b·2 + c = 0 Ù 12a+4b+ c = 0  (4).

� Punto de corte con el eje vertical en ( 0, 4 ),luego f(0) = 4

a(0)3 + b(0)2 + c·0 + d = 4 Ù d = 4 (5)

Con cuatro de las ecuaciones anteriores formamos un sistema ( que no sea
homogéneo), que resuelto nos proporcionará las cuatro incógnitas buscadas :

 

 

 
 

 

 

 

−a + b − c + d = 0
d = 4
c = 0

12a + 4b + c = 0

Z
 

 
 

−a + b = −4
12a + 4b = 0

G

F2 + 12F1

−a + b = −4
16b = −48

 

 
 G

a = b + 4 = 1
b = −48

16 = −3

Hemos obtenido a = 1, b = -2 , c = 0 y d = 4, luego la función es :

f(x) = x 3 - 2x2 + 4.

�����������
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nu� +DOOD� ODV� IXQFLRQHV� SROLQyPLFDV�D� [�� ��E[���� F[��G� FX\D� GHULYDGD

VHJXQGD�VHD�[�������&XiO�R�FXDOHV�GH�HOODV�WLHQHQ�XQ�PtQLPR�UHODWLYR�HQ�HO�SXQWR

����������

---oo0oo---

Sea f(x) = ax3 + bx2 +cx + d, la función buscada, ya que su derivada segunda
es de grado uno:

f ‘(x) = 3ax2 + 2bx + c ; f ‘’(x) = 6ax + 2b = x - 1 , luego:

6a = 1Ù a = 1/6 y 2b = -1Ù b = -1/2

La función es , pues : 

f(x) = 1
6 x3 − 1

2 x2 + cx+ d

Si ha de tener un mínimo en ( 4, -1/3), se ha de cumplir que f ‘(4) = 0 y f(4) =
-1/3 :

 

 
 

f(4) = − 1
3

f�(4) = 0
 

 
 G

 

 
 

1
6 43 − 1

2 42 + 4c + d = − 1
3

1
2 42 − 4 + c = 0

 

 
 G

 

 
 

4c + d = −3
c = −4

 

 
 G d = −3 − 4c = 13

La función es :

f(x) = 1
6 x3 − 1

2 x2 − 4x+ 13

�����������

nv�8QD�DJHQFLD�LQPRELOLDULD�WLHQH�DOTXLODGRV�����DSDUWDPHQWRV�HQ�XQD

FLXGDG�D�����HXURV�DO�PHV�FDGD�XQR��3RU�FDGD���HXURV�GH�DXPHQWR�HQ�HO�DOTXLOHU

SLHUGH�XQ�LQTXLOLQR��TXH�VH�WUDVODGD�D�RWUR�DSDUWDPHQWR�PiV�HFRQyPLFR���&XiO�HV

HO�DOTXLOHU�TXH�SURGXFH�PD\RU�EHQHILFLR�D�OD�DJHQFLD"

---oo0oo---
Sea:
x = precio de alquiler de cada apartamento.
y = número de apartamentos alquilados.

� Función a optimizar:

Beneficio máximo ≡ B(x,y) = x· y (1).

� Ecuaciones de condición.

po = precio mensual inicial de alquiler = 160 s 
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no = número de apartamentos alquilados al precio inicial (po) = 200
apartamentos.

Inquilinos perdidos = ∆n = no -y = 200 - y.

Aumento de precio = ∆p = x - po  = x - 160.

La relación entre ambas variaciones se nos dice y es :

Aumento de precio
Decremento en lo inquilinos = �p

�n = 5
1 H

x−160
200−y = 5Z x− 160 = 5(200 − y)Z x− 160 = 1000 − 5y

   (2)5y = −x+ 1160Z y = − 1
5 x+ 232

� Optimización

Sustituyendo la ecuación (2) en la función (1) queda la función :

B(x) = x(− 1
5 x+ 232) = − 1

5 x2 + 232x

que hemos de derivar e igualar a cero:

B�(x) = − 2
5 x + 232H − 2

5 x + 232 = 0Z x = 5�232
2 = 580

Para comprobar que es el máximo :

B��(x) = − 2
5 H B��(580) = − 2

5 < 0HMáximo

� Solución

Precio mensual de alquiler óptimo = x = 580 ss
Número de apartamentos alquilados y = (-1/5)·580 + 232= -116 +232 =116

Beneficio B(x,y) = 580·116 = 67 280 ss
�����������

om�4XHUHPRV� YDOODU�XQ� FDPSR�UHFWDQJXODU�TXH�HVWi� MXQWR�D�XQ�FDPLQR�

/D�YDOOD�GHO�ODGR�GHO�FDPLQR�FXHVWD���HXURV�P�\�OD�GH�ORV�RWURV�WUHV�ODGRV�������

HXURV�P��+DOOD� HO�iUHD�GHO�FDPSR�GH�PD\RU� VXSHUILFLH�TXH�SRGHPRV�FHUFDU� FRQ

�����HXURV�

---oo0oo---

Sean  x e y los lados del campo rectangular a vallar.

La función a optimizar es el área :

a(x,y) = x· y  (1)
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La condición es el dinero máximo que nos podemos gastar :

5x + 0’625 (x +2y) = 1 800 (2)

puesto que el lado del camino de longitud x cuesta a 5 s /m y el resto ( el

otro lado de longitud x y los dos lados de longitud y ) a 0’625 s /m.

Despejando y de (2) y sustituyendo en (1) obtenemos una función de una
variable que optimizamos :

5x+ 0 �625x+ 1�25y = 1800H 1�25y = 1800 − 5 �625xZ y = 1800
1�25 − 5 �625

1 �25 x = 1440 − 4�5x

a(x) = x·(1440-4’5x) = 1440 x - 4’5 x2

a’(x) = 1440 - 9x =0�Ö x = 1440/9 = 160 m Ö y = 1440 - 4’5·160 = 720 m

Comprobamos que es el máximo : a’’(x) = -9 Ö a’’(160) = - 9 < 0 Ö Máximo

a(x,y) = x·y = 160 m · 720 m = 115 200 m 2.

�����������

on�8QD� HVPHUDOGD�SHVD����J�\�VDEHPRV�TXH� VX�YDORU�HV� SURSRUFLRQDO�DO

FXDGUDGR�GH�VX�SHVR��6L�SDUWLPRV�HQ�GRV�WUR]RV�OD�HVPHUDOGD��KDOOD�HO�SHVR�TXH

GHEH�WHQHU�FDGD�XQR�GH�HOORV�SDUD�TXH�VX�YDORU�VHD�PtQLPR�

---oo0oo---

Sean x e y los pesos de los trozos en que vamos a dividir la esmeralda.

a Función objetivo : Valor = v(x,y) = k ( x2 + y2 )                                          
(1)

a Ecuación de condición : x + y = 16 gr                                                       
(2) 

a Optimización :

Despejamos y de ( 2), sustituimos en (1) y optimizamos :

y = 16 -x � v(x) = k ( x2 + (16-x)2 )= k ( x2 + 256 -32x + x2 ) = k ( 2x2 -32x + 256
) � v’(x) = k ( 4x - 32 ) � v’(x) = 0 � 4x - 32 = 0 � x = 32/4 = 8 gr.

para comprobar que es mínimo v’’(x) = 4k y k>0 � v’’(8) = 4k > 0 � Mínimo.

Para que el valor sea mínimo hemos de dividirla en dos trozos de 8 gr . 

�����������
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oo�/D�HYROXFLyQ�GHO�Q~PHUR�GH�VRFLRV�GH�XQ�HTXLSR�GH�I~WERO�IXQGDGR�HQ

�����YLHQH�GDGD�SRU�

6�W� ����������W�������W���������W������

GRQGH�W�VH� H[SUHVD�HQ�DxRV��&DOFXOD�HO�Q~PHUR�PtQLPR�\�HO�Q~PHUR�Pi[LPR�GH

VRFLRV�TXH�KD�WHQLGR�GLFKR�FOXE�KDVWD�HO�PRPHQWR�SUHVHQWH�

---oo0oo---

UU Derivada primera:

S’(t) = - 0’2( 6t2 - 90 t - 4 200 ).

UU Ceros de la derivada primera: 

−0�2(6t2 − 90t − 4200) = 0Z t2 − 15t − 700 = 0H
 

 
 
 

 

t =
15− 225+2800

2 = 15−55
2 = −20

t =
15+ 225+2800

2 = 15+55
2 = 35

 

 
 
 

 

UU Condición suficiente para los extremos:

S’’(t) = -0’2( 12t - 90 ) ÖS’’(-20) = -0’2(12(-20) - 90) = 30 > 0 Mín

S’’(35) = - 0’2 ( 12 ·35 - 90) = - 0’2 ( 330) = -66 < 0 Máximo.

Hay un problema, que el tiempo no puede ser negativo, el tiempo t = 0 sería
el año de fundación 1945, hasta el 2000 han transcurrido 55 años.

Como la función es continua, lo será en el intervalo [ 0, 55] y por tanto tendrá
su máximo y su mínimo absoluto en dicho intervalo, veamos los valores de los
extremos :

S(0) = - 0’2 ( 2·03  - 45 ·02 - 4 200·0 - 60) = 12 socios .

S(55) = - 0’2 ( 2·553  - 45 ·552 - 4 200·55 - 60) = 6 887 socios

Luego el mínimo es el año de fundación que tiene 12 socios fundadores y el
máximo en el año 35 ( 1945+35 = 1980) con:

S(35) = - 0’2 ( 2·353  - 45 ·352 - 4 200·35 - 60) = 23 287 socios

�����������

op�/D�FDQWLGDG�GH�PDGHUD��HQ�PHWURV�F~ELFRV��TXH�VH�H[WUDH�GH�XQ�ERVTXH

YLHQH�GDGD�SRU�

9�W�� �H�·��W��GRQGH�W�VH�H[SUHVD�HQ�DxRV�
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&LHUWR� DxR�� HO� SUHFLR� GH� OD� PDGHUD� HV� �� HXURV�P�� \�� D� SDUWLU� GH� HVH� DxR�� OD

PDGHUD� VH� GHSUHFLD� ������ HXURV�P�� FDGD� DxR�� +DOOD� TXp� PRPHQWR� HV� HO� PiV

UHQWDEOH�SDUD�WDODU�ORV�iUEROHV�

---oo0oo---

p(t) = precio del m3 de madera = 4 - 0’125( t - t0)

El año en que será más rentable será aquel en que los ingresos sean
máximos. Los ingresos es el producto de la cantidad vendida por su precio :

I(t) = V(t) · p(t) = e0’05t (4 - 0’125(t - t0) ) función en la que se ha de hallar el máximo :

� Derivada primera :

I’(t)= 0’05e0’05t (4 - 0’125(t - t0) ) + e0’05t(-0’125) = e0’05t ( -0’00625(t - t0) +0’075)

� Ceros de la derivada primera:

e0’05t ( -0’00625(t - t0) +0’075) = 0 Öt - t0 = 0’075/0’00625= 12.

Luego el año más adecuado para talar los árboles es 12 después del que
estaban a 4  ZZ /m3

�����������

oq� 7UDV� OD� LQJHVWLyQ� GH� XQD� EHELGD� DOFRKyOLFD�� OD� FRQFHQWUDFLyQ� GH

DOFRKRO�HQ�OD�VDQJUH��HQ�J³O�����HYROXFLRQD�VHJ~Q�OD�IXQFLyQ�

&�W�� �W�Ã�H����W���HQ�JÃO��

GRQGH�W�HV�HO�WLHPSR��HQ�KRUDV��WUDQVFXUULGR�GHVGH�HO�LQVWDQWH�GH�OD�LQJHVWLyQ�

&DOFXOD� HO�PRPHQWR� HQ� HO� TXH� VH� DOFDQ]DUi� OD� FRQFHQWUDFLyQ�Pi[LPD� \

FXiQWR�YDOGUi�pVWD�

---oo0oo---

Hemos de hallar la primera derivada primera, sus ceros y sustituir estos en la
derivada segunda para ver cuál es el máximo :

C’(t) = e1-t + t(-1)e1-t = e1-t (1 - t ), que igualamos a cero para hallar sus ceros:

e1−t(1 − t) = 0Z
 

 
 

e1−t = 0 H 1 − t = −�Z t = �
1 − t = 0 H t = 1

 

 
 

para comprobar que t = 1 es máximo podemos usar el criterio de la derivada
segunda o el de la derivada primera, viendo si a la izquierda es creciente ( C’ > 0) y
a la derecha decreciente (C’ < 0) :

Tema Nº 8 - $SOLFDFLRQHV�GH�ODV�GHULYDGDV$SOLFDFLRQHV�GH�ODV�GHULYDGDV                                                                         		 69

0DWHPiWLFDV�DSOLFDGDV�D�ODV�&&�66��,,



C’(0) = e > 0 , C’(2) = e1-2 (1-2) = -e-1 < 0, luego efectivamente t = 1 es un
máximo.

la concentración máxima será, como hemos demostrado, la alcanzada al
cabo de una hora :

C(1) = 1·e1- 1 = 1· e0 0 1 g/l

�����������

or�(O�Q~PHUR�GH�XQLGDGHV�GH�XQ�FLHUWR�DUWtFXOR�IDEULFDGDV�FDGD�PHV��[�

LQIOX\H�HQ�HO�SUHFLR�HQ�HXURV�GH�FDGD�XQLGDG�VHJ~Q�OD�IXQFLyQ�

P(x) = 580 − x2

16000

6DELHQGR�TXH�OD�IDEULFDFLyQ�WLHQH�XQRV�JDVWRV�ILMRV�GH��������HXURV�\�XQRV

JDVWRV�YDULDEOHV�GH�����HXURV�SRU�FDGD�XQLGDG�SURGXFLGD�

D��(VFULEH�OD�IyUPXOD�GH�OD�IXQFLyQ�%�[��TXH�H[SUHVD�HO�EHQHILFLR�REWHQLGR

SRU� OD� YHQWD� GH� [� XQLGDGHV� �ORV� LQJUHVRV� REWHQLGRV� PHQRV� ORV� JDVWRV

WRWDOHV��

E�� &DOFXOD� TXp� Q~PHUR� GH� XQLGDGHV� KD\� TXH� IDEULFDU� SDUD� REWHQHU� HO

Pi[LPR�EHQHILFLR�

F����&XiO�HV�HQWRQFHV�HO�SUHFLR�GH�FDGD�XQLGDG"

---oo0oo---

a) x = unidades vendidas.

Ingresos = I(x) = unidades vendidas· precio de venta = x · (580-x2/16000).

Gastos = G(x) =  250 000 + 125x .

Beneficios  = Ingresos - Gastos = I(x) - G(x) = B(x)

  B(x) = I(x) − G(x) = x(580 − x2

16000 ) − (250000 + 125x) = − x3

16000 + 455x− 250000

b) 

� Derivada primera :

B�(x) = − 3x2

16000 + 455

� Ceros de la derivada primera, B’(x) = 0 :

− 3x2

16000 + 455 = 0Z 3x2

16000 = 455Z x2 = 455�16000
3 H x = �

455�16000
3 = �1557 �776
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Como el número de unidades vendidas no puede ser negativo el máximo
será la solución positiva x = 1 557’776, de todas formas lo comprobamos:

� Criterio de la derivada segunda:

B��(x) = − 6x
16000 H B��(1557�776) = − 6�1557 �776

16000 M −0�58 < 0 luego máximo

Tenemos otro problema y es que el número de unidades ha de ser un entero
( positivo ), cuál tomamos x = 1 557 o x = 1 558, nos lo dice el beneficio máximo :

B(1557) = − 15573

16000 + 455 � 1557 − 250000 = 222525 �269

B(1558) = − 15583

16000 + 455 � 1558 − 250000 = 222525 �4305

Por poca diferencia, el beneficio máximo se alcanza con x = 1 558
unidades producidas.

c) 

P(1558) = 580 − 15582

16000 M 428�3 euros.

�����������

os� (O� FRQVXPR� GH� JDVROLQD� GH� XQ� DXWRPyYLO� HQ� O�NP� GHSHQGH� GH� OD

YHORFLGDG�TXH�GHVDUUROOD��HQ�NP³K�����VHJ~Q�OD�IXQFLyQ�

C(v) = 3e0 �011v

v

D��&DOFXOD�OD�YHORFLGDG�PiV�HFRQyPLFD�

E�� �� &XiQWR� FRQVXPH� HO� FRFKH� FDGD� ���� NLOyPHWURV� VL� FLUFXOD� D� OD

YHORFLGDG�PiV�HFRQyPLFD�"

---oo0oo---

a) La velocidad pedida es aquella a la cual el consumo sea mínimo.

� Derivada primera :

C �(v) = 3�0�011�e0 �011v�v−3e0 �011v

v2 = 3e0 �011v(0 �011v−1)
v2

� Ceros de la derivada primera, C’(v) =0 :
3e0 �011v(0�011v−1)

v2 = 0H 0�011v − 1 = 0Z v = 1
0 �011 M 90 �9090...

� Criterio de la derivada primera para el mínimo:
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C �(89) = 3e0 �011�89(0�011� 89−1)
892 = −2�1 � 10−5 < 0 Hb

C �(91) = 3e0 �011�91(0�011� 91−1)
912 = 9�8 � 10−7 > 0 Ha

Como pasa de ser decreciente a la izquierda de x = 90’90 a ser creciente a la
derecha, en x = 90’90 tiene un mínimo. 

La velocidad más económica es v = 90’9 km /h .

b) 

Consumo a los 100 km = consumo / km · 100 km = C (90’9)·100=

= 3e0�011� 90 �9

90�92 � 100 M 8�97 l
100km

�����������

ot�(O�SUHFLR�HQ�HXURV�GH�XQ�DUWtFXOR�TXH�HVWXYR�GLH]�DxRV�HQ�HO�PHUFDGR

HYROXFLRQy�VHJ~Q�OD�IXQFLyQ�

P(t) =
 

 
 

7 + t2 0 > t < 2
t + 9 2 > t > 10

GRQGH�W�HV� HO�WLHPSR�H[SUHVDGR�HQ�DxRV��+DOOD�FXiO�KD�VLGR�VX�SUHFLR�PtQLPR�\

VX�SUHFLR�Pi[LPR�

---oo0oo---

� Derivada primera  :

P�(t) =
 

 
 

2t 0 > t < 2
1 2 < t > 10

� Ceros de la derivada primera:

En el primer intervalo 2t = 0 Ù t = 0

� Criterio de la derivada segunda :

P��(t) =
 

 
 

2 0 > t < 2
0 2 < t > 10

; luego P ��(0) = 2 > 0H t = 0 es un mĺnimo

� Calculo del máximo :

Como la función es continua, según el teorema de Weierstrass, la función
alcanzará su máximo y mínimo absolutos en las fronteras de los intervalos :
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P(0) = 7 , P(2) = 2 + 9 = 11 y P(10) = 10 + 9 = 19, luego :

El mínimo es (0,7) como ya habíamos deducido y el máximo ( 10, 19).

�����������

ou�'HPXHVWUD� TXH� OD� HFXDFLyQ�[�� �� ��� [� �� ���  � �� QR� SXHGH� WHQHU� GRV

UDtFHV�UHDOHV�HQ�HO�LQWHUYDOR������������7LHQH�DOJXQD�UDt]�HQ�HVWH�LQWHUYDOR�"

---oo0oo---

Sea f(x) = x3 - 36x + 10 una función cuyas raíces son las mismas que las
soluciones de la ecuación propuesta.

c Primero comprobaremos si tiene alguna raíz real en el intervalo ( -1, 2)
mediante el teorema de Bolzano. Comprobemos si cumple las hipótesis
del teorema :

� La función, al ser polinómica, es continua en 5 y por tanto en  el
intervalo [ -1, 2].

 � La función tiene distinto signo en los extremos del intervalo :

f(-1) = (-1)3 - 36 (-1) + 10 = - 1+ 36 + 10 = 45 > 0,

f(2) = 23 - 36 · 2 + 10 = 8 - 72 + 10 = -54 < 0

Por tanto, se cumple la tesis del teorema :

∃c ∈ ( -1, 2 ) | f(c) = 0

d Demostremos que esa solución ha de ser única, lo que haremos mediante
el teorema de Rolle y por reducción al absurdo :

� Supongamos que existe otra raíz d > c y comprobemos que se
satisfacen las hipótesis del teorema de Rolle :

 z f es continua en [c, d] pues es polinómica.

z f es derivable en (c, d) pues polinómica.

z f (c) = f(d) según hemos supuesto.

Se cumplirá la tesis del teorema de Rolle :

 ∃ e∈ (c, d) ⊂ (-1, 2) | f ‘ (e) =0
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Encontremos ese valor e : f ’ (x) = 3x2 - 36, como f ‘(x) = 0 :  

3x2 − 36 = 0Z x2 = 36
3 = 12Z x = � 12 = �2 3 M �3�46...

pero, en contra de los supuesto, ninguna de las dos soluciones
obtenidas pertenecen al intervalo (-1, 2), luego hemos llegado a una
contradicción que nos demuestra que las soluciones no pueden ser
dos y por tanto ha de ser única .

�����������
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