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ACTIVIDADES

Cuestiones

O ; Es posible que una funcién sea d la vez positiva y decreciente en un
intervalo ? En caso afirmativo, explica por qué y pon un ejemplo grdfico.

---00000---
Si pues la monotonia tiene que ver con el signo de la primera derivada y no
de la funcién, positiva significa que toma valores positivos de y ( esta por encima
del eje horizontal ) pero puede ser creciente o decreciente.

Ejemplo:

La funcién f(x)= -x* + 9 es positiva en el intervalo (-3, 3) y es creciente en (-3,
0) y decreciente en (0, 3) :

RN EO) I IR R

® ;Puede suceder que una funcion sea a la vez negativa y creciente en un
intervalo? En caso afirmativo, explica por qué e ilustra el razonamiento con un
ejemplo grdfico.
---00000---
Si pues la monotonia tiene que ver con el signo de la primera derivada y no
de la funcién, negativa significa que toma valores negativos de y ( esta por encima
del eje horizontal ) en el intervalo, pero puede ser creciente o decreciente.

Ejemplo:
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La funcién f(x)= x*> - 9 es negativa en el intervalo (-3, 3) y es decreciente en
(-3, 0) y creciente en (0, 3) :

SOOIEOEE® ® @

© ; Puede ocurrir que una funcion sea creciente en un intervalo, pero que
su derivada sea decreciente en ese intervalo ¢ En caso afirmativo, explica por
qué y pon un ejemplo.

---00000---

Si pues la monotonia depende del signo de la derivada primera y la
curvatura del de la derivada segunda, en la funcion de la cuestion @ , la funcién es
creciente en el intervalo (- « , 0) y sin embargo la derivada de la derivada primera
derivada segunda ) es negativa f "(x) = -2, f' (x) = -2x es decreciente.

QO HEEEE® ® @
O Sea f una funcion creciente y derivable en un intervalo. j Es posible que
f (a) = 0 para algin punto x = a perteneciente a dicho intervalo? En caso
afirmativo, haz una representacion grdfica.
---00000---
Si, si en x = a tiene un punto de inflexion. Por ejemplo : f(x) = x5, que es
creciente ( —o, ) y derivable ( f ‘(x) = 3x?) y sin embargo para x =0, f /(0) = 3-0° =0

RN EO) Nl IR R R
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© Pon un ejemplo de una funcion continua y derivable en un punto x = a,
con derivada nula en dicho punto, es decir, f'(a) = 0, y que, sin embargo, [ no
tenga ni un mdximo ni un minimo en x = a.

---00000---
El caso anterior:
Por ejemplo : f(x) = X3, que es continua en ( -, ) y derivable (f ‘(x) = 3x? )y
sin embargo para x =0, f /(0) = 3-0? =0
QooNEEOEE® @

® ; Es posible que la grdfica de una funcion continua y no derivable en
un punto presente un extremo en ese punto ¢ En caso afirmativo, pon un ejemplo.

---00000---

Si, si tiene un punto anguloso, por ejemplo f(x) = |x -1|, es continua y no
derivable en x = 1, pues :

O-x+1 six<1 U . . :
f(x) = __— = —X + = - =
x) Ex—l Gix>1 %:f(l) Jim (-x+1) = lim (x-1) =0 = Continua

f’(x)—E_1 Six<1 4 0 derivable en x = 1. ini =1
_Dl six>1% = 1, tiene un minimo en x =

RN EO) Il IR R

® Sea f una funcion con derivada tercera. Razona si las afirmaciones
siguientes son ciertas o falsas:

a) Si f'(a) =0, x =a es un extremo de f.
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b) Si f"(a) = 0, la recta tangente a la grdfica de f en x = a es horizontal.

c) En los intervalos en que f "' > 0 la funcion es estrictamente creciente.
---00000---

a)

Falso pues puede ser un punto de inflexiéon f ‘(@) =0y f “ (a) = 0. Es valido lo
dicho en las dos cuestiones anteriores para f(x) = x* .

b)

Falso, pues podemos tener un punto de inflexion (f “(a) = 0 ) de tangente no
horizontal ( f ‘(a) # 0 ). Por ejemplo f(x) = 2x® - 3x cumple que f “(0) = 12:0 = 0y sin
embargo f ‘(0) = 6-0 - 3 = -3 # Oy por tanto la tangente no es horizontal.

c)
Falso, pues la monotonia viene dada por la derivada primera. Ejemplo:

f(x) = senx ; f(X) = cosx ; f “(x) =-sen x ; f ’(x) = - cosx

Matematicas aplicadas a las CC.SS. II



Tema N° 8 -SAplicaciones de las derivadas J 35

En donde puede apreciarse que en el intervalo ( 90, 180 ) f(x) = sen x ( en
color azul) es decreciente y f "’(X)= -cosx ( en color verde) es positiva (esta por
encima del eje horizontal.

QOoEECEE® S @
Ejercicios y problemas

® Di si las siguientes funciones son estrictamente crecientes o
estrictamente decrecientes en los puntos que se indican:

Hemos de calcular la derivada primera y estudiar su signo en los puntos
dados.

a) f(x)= %=, enx=0.

X242

_L(2+2)~(x=1)-2X _ x242-2x242X _ —X2+2x+2 _2_1
f’(X) B (x2+2)2 == (x2‘+;()2 " = ()§<2+2X)2 :>f/(0) =272~ 0=en0

b) f(X) = x?+cosx, enx=nyenx=-x

f/(x)=2x—senx:>% f(m)=2.n-senn=27>0 / enx=n E
of (-7) =2-(-n) —sen(-n) =27 <0 \enx=-n [

AR E O]l IR

© Determina los intervalos de monotonia y los extremos relativos de las
siguientes funciones:

a) f(x) = x*—-4x3+4x> -1

O Discontinuidades

No tiene por ser polindbmica.

Q Ceros de la derivada primera:

f'X) =4 -12¢% +8x; f'‘(X) = 0= 4x® -12x* + 8x=04x(x* - 3x+2) =0
, las soluciones sonx=0,x=1yx= 2.

Q Intervalos y tabla :

Para ver el signo en cada intervalo, damos un valor del intervalo:
¢ P(-1) = 4-(-1)* - 12-(-1)? + 8:(-1) =-4-12-8=-24 <0

* £(1/2) = 4-(1/2)° - 12-(1/2 + 8-(1/2) =1/2-3+4=3/2>0

* (3/2) = 4-(3/2)° - 12-(3/2% + 8-(3/2) = 27/2 - 27 +12=-3/2<0
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¢ £(3) = 4-(3)® - 12-(3)* + 8:(3) = 108 - 108 +24 =24 >0

L 36

X (-0,0) | O ©, 1) 1 (1, 2) 2 (2,0)
f'(x) <0 0 >0 0 <0 0 >0
f(x) \ U 7 N N U Ve

b) f(x) = % +Inx2
O Discontinuidades

La parte racional es discontinua si el denominador es nulo x =0y la
parte logaritmica al estar la x elevada al cuadrado su dominio es R, luego
la Unica discontinuidad es x = 0.

Q Ceros de la derivada primera:

fi(x) = —% + 3 =25

>f(x)=0=>2x-4=0=x=2=2
Q Intervalos y tabla :

Para construir los intervalos de signo constante hemos de tener en cuenta la
discontinuidad x = 0 y el cero de la derivada primera x = 2, son (- « , 0) , ( O,

2)y(2,%9).

Para ver el signo en cada intervalo, damos un valor del intervalo y
estudiamos el signo del numerador ( el denominador, al estar al cuadrado,
siempre sera positivo ) :

¢ f(-1)=2(-1)-4=-2-4=-6<0

*+f(1)=21-4=-2<0

*f(3)=23-4=2>0

X (-=,0) | O (0, 2) 2 (2,0)
f(x) <0 i <0 0 >0
f(x) N i \ U 7
c) f(x) = J3-X

O Discontinuidades

Es continua en su dominio , pero este es el que hace 3- x>0 es decir x <3.
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Q Ceros de la derivada primera:

f'(X) =- + 0 = No tiene ceros.

Q Intervalos y monotonia :
Solo estudiamos el intervalo ( -9, 3) en el cual f'(x) <0 luego decreciente.

RN EO) I IR R

©® Determina si las siguientes funciones son céoncavas o convexas en los
puntos que se indican:

a)f(x)=e>,enx=-2
ff(xX)=-3-ef'(x)=9.-e>={'(-2)=9.e3(2 =9.e° >0 =cx.
b) f(x) = Xzﬂ, enx=2

f! (X) - XZ4+1-(x=2)2X _ x2+1-252+4X _ —xP+Ax+1 ! (X) - (—2x+4)(x2+1) 2 ~(—x2+4x+1)2(x2+1)2x _

(x2+1)2 T (x2+1)? T (x2+1)? (x2+1)*
(x +1)[(-2x+4) (P +1)-4x(—x2+4x+1)] _ —2x3-2x+4xP+4+4x3-16x2—4x _ 2x3-12x2—6x+4 lueqo:
(x2+1)* - (x2+1)3 - (x2+1)3 ! g '
" _ 2.23-12.22-6.2+4 _ 16-48-12+4 _
@) =" == 1 =I5 <0=cc.
COCHECOEHE® ®©

00 Halla los intervalos de curvatura y los puntos de inflexion de las
siguientes funciones:

a)f(x) =2x*+Inx b) f(x) =(x+ 1)
---00000---
a)
O Dominio y discontinuidades

Es una suma de funciones, la primera polinémica, de dominio todo R y
continua en su dominio y la segunda logaritmica de dominio los x > 0 y continua en
su dominio, luego Dom(f) = {xOR | x>0}.

O Derivada segunda.

1:(X) 4X+7 AL f//( ) — 8xx= 4x2 1_ 4xX22_1
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O Ceros de la derivada segunda.

Ox = — 0
%:0@4%—1:0@)@:%@DX 2 ¢ Dom(f)
0 x=35¢€ Dom(f) O

O Intervalos y tabla de curvatura.

Teniendo en cuenta el dominio y los ceros de la derivada segunda los
intervalos a considerar son : (0, 1/2) y (1/2, =)

i-=+=-12<0
6

X (0, 1/2) 1/2 (1/2 ,)
f“(x) <0 0 >0
f(x) cc P.1.(1/2, -0'19) CX

b)
O Dominio y discontinuidades

Es una funcion polinébmica, de dominio todo R y continua en su dominio.
O Derivada segunda.

f'(x) =5(x+1)*; ' (x)=20- (x+1)°

O Ceros de la derivada segunda.

20(x+1)°=0 = x+1=0=x=-1

O Intervalos y tabla de curvatura.

Teniendo en cuenta el dominio y los ceros de la derivada segunda los
intervalos a considerar son : (-, -1) y (-1, »)

f'(-2) =20(-2+1)*=-20<0

f(0) =20(0 +1)3 =20 >0
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008 A partir de la grdfica de f, determina:
a) Dominio de f, puntos de corte con los ejes y asintotas.
b) Intervalos de monotonia y extremos relativos. intervalos de curvatura y
puntos de inflexion.
---00000---

a)

= Dominio .
Dom(f) = R - {-1, 5}

® Puntos de corte con los ejes
» Con el gje horizontal: ( -3, 0), (1/2,0), (4, 0) y (6, 0).
» Con el gje vertical. (0,1).

®» Asintotas.
» Verticales : x = -1y x = 5. los puntos que no pertenecen al dominio.

» Horizontales: y = 2 por la derecha.
» Oblicuas : No tiene.
b)

® \onotonia y extremos relativos.

X (-0,-1)|-1| (-1,3) 3 (3,5) | 5| (5,)
f(x) >0 A <0 0 >0 2 >0
f(x) 7 i N Min(3, -2) 7 i 7

® Curvatura y puntos de inflexién

X (-0, -3) -3 (-3,-1)| -1 (-1,5) 5| (-5,0)
f“(x) <0 0 >0 A >0 A <0
f(x) cc P.1.(-3, 0) CX A CX A cc

QOOEECEE® S @

08O Representa grdficamente las siguientes funciones:

a) f(x) = 2x® +3x% - 12x+7

Matematicas aplicadas a las CC.SS. II
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® Dominio
Al ser una funcion polindmica Dom(f) = R.

® Simetria

f(-x) = 2-(-x)® + 3(-x)? -12(-x) + 7 = - 2x® + 3x? + 12x + 7# +f(x) = No tiene

® Periodicidad.

No es periddica.

@ Cortes con los ejes .
@ Con el gje de abscisas, horizontal u OX (f(x) = 0)
Hay que resolver la ecuacién de tercer grado :

2x3 + 3x% - 12x + 7 = 0, probando por Ruffini entre Div(7) = { +1, £7 }

2 3 -12 7
1 2 5 -7
2 5 -7| 0
1 2 7
2 7| 0
-3,5 -7
2| 0

Luego los puntos de corte son : (- 7/2,0),y (1, 0).

@ Con el gje de ordenadas, vertical u OY (x = 0).

f(0) = 7. El punto de corte es ( 0, 7).
® Asintotas y ramas infinitas
® Al ser polindmica no tiene verticales no horizontales ni oblicuas.
® Ramas infinitas:
Jim f(x) = XIqirpoo(Zx3 +3x2-12X+7)=2-(F o)} =F 0
® Monotonia y extremos relativos.

® Ceros de la derivada primera.
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_-1-Ji+8 _ H
f'(x) =6x%+6x—12 :>6(x2+x—2):0<:>DX:—1+5m : 12 E
== =

® Intervalos, tabla de monotonia y extremos relativos.
f'(-3)=6((-3)*+(-3)-2)=6(4)=24>0
f(0)=6(0°+0-2)=6(-2)=-12<0

f{(2)=6(22+2-2)=6(4)=24>0

(- %, -2) -2 -2,1) 1 (1,»)
>0 0 <0 0 >0
4 Max(-2, 27) N Min(1,0) %

@ Curvatura y puntos de inflexion.

No la estudio pues la informacion que suministra no es relevante y para no
complicar la resolucion.

Resumen de la informacién obtenida

Los puntos de corte, las ramas infinitas y la tabla anterior nos sirven para
trazar la funcion.

® Dibujo de la curva de la funcion:

b) f(x) = x*-4x3+4x%2 -9

® Dominio
Al ser una funcidn polinomica Dom(f) = R.
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@ Simetria
f(-x) = (-X)* - 4(-x)® +4(-x)? - 9 = x* + 4x® + 4x* - 9 # £ f(X) = No tiene
® Periodicidad.
No es periddica.
@ Cortes con los ejes .
@ Con el gje de abscisas, horizontal u OX (f(x) = 0)
Hay que resolver la ecuacion de cuarto grado :

x* - 4x3 + 4x% - 9 = 0, probando por Ruffini entre Div(9) ={ 1, + 3, £9 }

1 -4 4 0 -9
-1 -1 5 -9 9
1 -5 9 -9 0
3 3 -6 9
1 -2 3| 0

y la ecuacién de 2° grado x? -2x + 3 = 0 no tienen soluciones reales
Luego los puntos de corte son : (-1, 0),y (3, 0).
@ Con el gje de ordenadas, vertical u OY (x = 0).
f(0) = -9. El punto de corte es ( 0, -9).
® Asintotas y ramas infinitas
® Al ser polinGmica no tiene verticales no horizontales ni oblicuas.

® Ramas infinitas:

lim f(x) = lim (X*=4x3+4x2 -9) = (Fw0)* =+ 0

X— o0

® Monotonia y extremos relativos.

® Ceros de la derivada primera.

l x=0
f'(X) =4x3 -12x% +8X = 4x(x* -3x+2) =0 = %XZ

1
=2

I [

O O
-3x+2=0 DX 0
X O

Matematicas aplicadas a las CC.SS. II



Tema N° 8 -SAplicaciones de las derivadas

® Intervalos, tabla de monotonia y extremos relativos.

f{(-1)=4 (-1 -12(-1)? +8-(-1)=-4-12-8=-24<0

fA(1/2) = 4 -(1/2) - 12(1/2)? + 8:(1/2) = ¥ -3 + 4 = 3/2 >0.

[ 43

f4(3/2) =4 -(3/2)* - 12(3/2) + 8-(3/2) = 27/2-27 +12=-3/2<0

f(3)=4-3-12-3% +8:3=108-108+24=24>0

(' ©, O)

0

0.1

1

1,2

(2,)

<0

0

>0

0

<0

>0

S

Min(0, - 9)

A

Max( 1, -8)

D

Min(2, -9)

@ Curvatura y puntos de inflexion.

No la estudio para no complicar la resolucion.

Dibujo de la curva de la funcién:

c) f(x) =x®-1

® Dominio

8 6 4 —'z\

Al ser una funcion polinémica Dom(f) = R.

® Simetria

f(-x) = (-x)® - 1 = x® - 1 =f(x) = Par, simétrica respecto del eje vertical.

® Periodicidad.

No es periddica.
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@ Cortes con los ejes .
@ Con el gje de abscisas, horizontal u OX (f(x) = 0)
Hay que resolver la ecuacién degrado ocho :
xX-1=0=x8=1lox=+¥1 =+1
Luego los puntos de corte son : (-1,0)y (1, 0).
@ Con el gje de ordenadas, vertical u OY (x = 0).
f(0) = -1. El punto de corte es ( 0, -1).

® Asintotas y ramas infinitas
® Al ser polindmica no tiene verticales no horizontales ni oblicuas.
® Ramas infinitas:
Jim f(x) = lim (x° =1)=(F 0)® =+ 0

® Monotonia y extremos relativos.
® Ceros de la derivada primera.
f'(X)=8x"=0<=x=0
® Intervalos, tabla de monotonia y extremos relativos.
f(-1)=8-(-1)-1=-8-1=-9<0

f(1)=8-1-1=8-1=7>0

('0010) 0 (O,oo)
<0 0 >0
S |[Min(O, -1)| @

@ Curvatura y puntos de inflexion.
No la estudio para no complicar la resolucion.
Resumen de la informacion obtenida :

-ol (oo, -1 -1 [(1,0)] 0 01 | 1 [(1,2)
<0 0 >0
S Miny OY A

o |oX (-1, 0) ©, - 1) |ox (1, 0)|

® Dibujo de la curva de la funcion:
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d) f(x) = 5=

® Dominio

Al ser una funcion racional no pertenecen al dominio los valores que anulan
el denominador x-2=0;x =2, Dom(f) = R - {2}.

@ Simetria

f(-x) = 25 = +f(X) = No tiene

® Periodicidad.

No es periddica.

@ Cortes con los ejes .
@ Con el gje de abscisas, horizontal u OX (f(x) = 0)
Hay que resolver la ecuacion :
X2=0ox-1=0=x=1
Luego el punto de corte es : (1, 0).

@ Con el gje de ordenadas, vertical u OY (x = 0).

f(0) = 1/2. El punto de corte es (0, ¥2).
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® Asintotas y ramas infinitas
® Verticales.

X = 2, que anula el denominador, pues :

® Horizontales.

1 1 1
: -1 L XX % _1-% _ 10
=lim = = |lim = lim = == =1
y Xorw X2 7 Xotw ¥-%  Xoto 1-%  1-2 = 1-0

No tiene oblicuas, pues tiene horizontales.
® Monotonia y extremos relativos.

® Ceros de la derivada primera.

f(X) =257 = 5z + 0 No tiene ceros.

® Intervalos, tabla de monotonia y extremos relativos.
La discontinuidad en x = 2 divide el dominio en dos intervalos en los

gue la funcion decrece, pues la derivada primera, al estar el
denominador al cuadrado, siempre sera negativa.

(' 0, 2) 2 ( 2 y @ )
<0 A <0
N A. V. N
Luego no tiene extremos.
@ Curvatura y puntos de inflexion.
No la estudio para no complicar la resolucion.
Resumen de la informacion obtenida :
~o| (0,0 ] 0 [@,1)] 1 | @2 2 | (2,0)]
<0 <0
N A. V. N
1 | oy (0, 172) | ox.0) ]| 00 1
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® Dibujo de la curva de la funcién:

e) f(X) — X2 8X+12
® Dominio

Al ser una funcion racional no pertenecen al dominio los valores que anulan
el denominador x - 4 =0 ¢ x = 4 = Dom(f) = R - {4}.

@ Simetria

f(-x) = LLB9M2 _ xBBed2 | g -, No tiene

® Periodicidad.
No es periddica.
@ Cortes con los ejes .
@ Con el gje de abscisas, horizontal u OX (f(x) = 0)

Hay que resolver la ecuacion :

_8J/6448 84 _o [

x2-8x+12 _ 2 EX == =2

2= =0 x2-8x+12=0=0 4, o O
x4 EX:—8 624 48 :—8;4 =06 @

Luego los puntos de corte son : (2, 0) y (6, 0).
@ Con el gje de ordenadas, vertical u OY (x = 0).

f(0) = 12/ (-4) = -3. El punto de corte es ( 0, -3).
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® Asintotas y ramas infinitas
® Verticales.

X = 4, que anula el denominador, pues :

x2-8x+12 -4

fim S =7 =
® Horizontales.
X2 x , 12 8,12
. 2.8412 . @ 8@t o Itxtis 1oL,z
= lim === = lim === = lim e T
=M e =y ST T o=
No tiene.
® Oblicuas.
-y =mx + n, hallando my n por sus formulas.
- Realizamos la divisién y tomamos el cociente :
X*-8x +12 |x-4
X2+ 4% X -4
-4x +12
4% - 16
-4
y=Xx-4

® Monotonia y extremos relativos.

® Ceros de la derivada primera.

fi(x) = (2x-8)(x-4)-(x>-8x+12) _ 2x2_8x_8x+32-x248x-12 _ X2—8x+20
- (x-4)2 - (x-4)2 T (x-4)?

Que no tiene raices reales, luego no tiene ceros la primera derivada.
® Intervalos, tabla de monotonia y extremos relativos.
La discontinuidad en x = 4 divide el dominio en dos intervalos en los

gue la funcion crece, pues la derivada primera, al estar el
denominador al cuadrado, siempre es positiva.

(o, 4] 4 (4,2)
>0 A >0
2 A. V. 2

Luego no tiene extremos.
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@ Curvatura y puntos de inflexién.
No la estudio para no complicar la resolucion.

Resumen de la informacién obtenida :

-o(-0,0] 0 [(0,2) 2 [(24]| 4 [(46)] 6 [(6,®)]|
>0 A >0
A A. V. a

-0 |OY (0, -3)| |o.x.(2,0)| + o0 |O.X(6,0)|

Y la asintota oblicuay = x - 4

® Dibujo de la curva de la funcion:

28

115
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