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O Determina las dimensiones de una ventana rectangular que permita pasar la
maxima cantidad de luz, sabiendo que su marco debe medir 4 m.

---00000---

La ventana dejara pasar la maxima luz si su superficie es maxima.

Sean x e y las longitudes de los lados del rectangulo.

La funcion a maximizar es el area a(x,y) = x-y, sujeta a la condicién de que su
perimetro sea de 4 m, es decir 2x + 2y = 4% x +y = 2, despejando de esta ultima y
sustituyendo, convertimos la funcion area en una funcién de una sola variable:

a(x) =x- (2 -x)=2x-x?

Hallamos los ceros de la primera derivada : a'(X) =2-2x = 2-2x=0 <& X
=1.

Comprobamos la condicidn suficiente de méaximo sustituyendo en la derivada
segunda:a’(x) =-2= a”(1) = -2<0, luego maximo.

x=1ly=2-x=1lyelareamaximaa(l,1)=1-1=1m?

SOOEECEHE® @@

© Laevolucion de la poblacion de un pais viene dada por 1a funcién siguiente :

P(t) = 22 132 t>0

2+(t-1)2
Calcula cuando se alcanzara la poblaci 6n méaxima.
---00000---

2 Ceros de la derivada primera:

18[2+t2-2t+1]-2(t-1)-18(t-1) _ 36+18t2-361+18-36t2+72t-36 _ —18(t>-2t-1)

P'(t) =

(2+(t-1)2)? B (2+(t-1)2)? T (2+(t-1)2)?
2—-./4+4 2-2.2
-18(t2-2t-1) _ = == ZJ_ =1-.2

X =

(2+(t-1)2)% x = 24

2+22ﬁ :1+\/§

Como t ha de ser positivo la solucion es la segunda t = 2’41 afios

S0ONEOEE® & @

® Dada la funcién f(x) = x3 - x?, averigua si cumple las hipétesis del teorema de
Rolle en el intervalo (0, 1) y, en caso afirmativo, halla el valor de c.
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- ¢Cumple las hipotesis del teorema del valor medio de Lagrange ? En caso
afirmativo, halla el valor de c.

---00000---

Comprobemos las hipoétesis del teorema de Rolle :

O Funcion continua en [0, 1]

Es una funcién polindbmica luego continua en R y por tanto en [ O, 1].

O Funcion derivable en (0, 1)

Es derivable pues polinémica, su derivada es f ‘(x) = 3x? - 2x.

0f(0)=0%-02=0yf(1)=1%-12=0= f(0) =f(1) = 0

Si se cumplen las hipotesis del teorema de Rolle luego Ccld (0,1)0f(c) =0

Para hallar ese valor sustituimos x por ¢ en la derivada primera e igualamos
acero:3c’-2c=0>c=0yc=2/3 comoc =0 no pertenece a (0,1), el valor

buscado es ¢ = 2/3

Como cumple las hipétesis del teorema de Rolle, también cumple las del
valor medio de Lagrange y, por tanto se cumple que :

dce(0,1) | f'(c) = “11’:;(0) =22 =0, que es ¢ = %, calculado antes.
SOOEECEES S P

0 O Sabiendo que la derivada segunda de una funcion f es cero en un intervalo, ¢qué
podemos decir de la grafica de la funcion f en ese intervalo?

---00000---
Si la derivada segunda es cero, es por que la derivada primera es constante y
por la tanto la funcion sea lineal de la forma f(x) = ax + b en ese intervalo luego sera

una linea recta en ese intervalo.

SOOEECEHE® @@
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O Halla una funcion polinémica de tercer grado que pase por e origen de
coordenadasy por € punto ( -2, 0) y que presente extremos relativosen x = -2/3yx = -2.

---00000---

Sera de la forma f(x) = ax® + bx®> + cx + d, en donde hemos de hallar cuatro
incognitas a, b, c y d, necesitamos un minimo de cuatro ecuaciones:

© Pasa por el origen de coordenadas : f(0)=0=>d=0®
® Pasa por el punto (-2, 0) : f(-2) =0 = a(-2)* + b(-2)* + ¢(-2) + d = 0
-8a+4b-2c+d=0®
© Presenta extremos relativos en x = -2/3y x =-2:f'(-2/3) =0y f(-2) = 0.
Como f ‘(x) = 3ax® + 2bx + ¢ = 3a(-2/3)* + 2b(-2/3) + ¢ = 0 =12a/9 -4b/3 +

¢ =0 y suprimiendo denominadores :

12a-12b+9c=00
f{(-2)=3a(-2)2+2b(-2) +c=0=>12a-4b+c=0 @

Las cuatro ecuaciones forman el sistema :

—8a+4t§j—2c+d ig -8a+4b-2c =0 -4a+2b-c =0 -
12a-12b +9¢ :O 12a-12b+9c =0 (= 4a-4b+3c =0 [ F2+F;
12a-4b+c =0 12a-4b+c =0 12a-4b+c =0 | F3+3F;
-4a+2b-c=0 -4a+2b-c =0 _ B
—2b+2c=0 S obi2ec =0 {4ba_2b_cc_b}
+2b-2c¢=0 Fs+F; 0 =0 =

Infinitas soluciones, por ejemplo si:
Qa=1=2b=4,c=4d =0y lafuncién seria f(x) = x* +4x? + 4x
Qa=-1=b=-4,c=-4d=0y lafuncién seria f(x) = -x® - 4x* - 4x
en conclusion : f(x) = ax® +4ax® + 4ax, adR
COVEECEE®®®

® Halla una funcion polindbmica de tercer grado que pase por € punto (0, 1), tenga
un punto de inflexion en (1, 0) y en ese punto la recta tangente sea horizontal.
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---00000---
Funcion : f(x) = ax® + bx? + cx + d
Necesitamos, como en el anterior, cuatro ecuaciones :
O Pasa porelpunto (0, 1)= f0)=1=d=1(1)
O Tiene un punto de inflexion en (1, 0) :
® Por ser punto de la funcion f(1) =0 > a+b+c+d =0 (2)
® Por ser punto de inflexion, como la condicion necesaria para que
una funcién tenga un punto de inflexién en un punto es que se anule
la derivada segunda en ese punto f “(1) = 0.
f(x) = 3ax® + 2bx +c = f’(x) = 6ax + 2b = f'(1)=0=> 6a+2b=0(3)
O Tiene un punto de tangencia horizontal en x = 1.

Si la tangente es horizontal, la pendiente es nula y por tanto la
derivada primera en ese puntoes cerof(1)=0= 3a+2b+c =0 (4)

Las ecuaciones (1), (2), (3) y (4) forman el sistema :
d =1

a+tb+c+d =0 y sustituyendo
6a+2b =0 d=1l1enla2?

a+ b +c =-1 - a+b+c =-1
6a+ 2b =0 ;F,-6F; -4b-6c =6
3a+ 2b +¢ =0 | F3-3F; -b-2c =3

3a+2b+c =0
a+b+c =-1 a=-1-b-c=-1
- -4b-6Cc =6 ;< b= —‘6;60:172:3
4F; -F», -2C =6 c =-3

Comoa=-1,b=3,c=-3yd=1Ilafuncién es f(x) = -x* + 3x? -3x +1
QOCEECEE® S @

© Comprueba que la ecuacion x3 - 4 x + 2 = 0 tiene una Unica solucion en el
intervalo (0. 1).

---00000---

Consideramos la funcién f(x) = x3 -4x + 2 y veamos si cumple las condiciones
del teorema de Bolzano en el intervalo ( 0,1) :

XILa funcién es continua en [0,1] ya que por ser polinémica es continua en R

Matematicas aplicadas a las CC.SS. Il



Tema N° 8 — Aplicaciones de las Derivadas d 21

XILa funcién tiene signo opuesto en los extremos del intervalo :
f0)=2yf(1)=1-4+2=-1.
Luego al cumplirse las hipétesis se cumple la tesis :
[t [0(0,1)0f(c) = 0

Ahora se ha de comprobar que ese cero es unico, lo que se hace por
reduccion al absurdo :

€ Supongamos que existe otro cero d # ¢ en el intervalo (0,1), la funcion

cumple las hipétesis del teorema de Rolle en el intervalo cerrado formado
por los dos ceros [d, c] :

* La funcion es continua en [d, c] al ser polinémica.

* La funcion es derivable en [d, c] al ser polinémica.

*f(d) = f(c) = 0, segun nuestra hipotesis

Por tanto O el (d, ¢) O (0,1)0 f(e) = 0, pero f(x) = 3x*> - 4 tiene por
ceros x = £1'2 y ninguno de ellos pertenece al intervalo, luego hemos
llegado a una contradiccion y por tanto no puede haber dos ceros distintos
en el intervalo (0,1), c es Unico.

S0ONECOEE® & @

O Comprueba que la ecuacion x® - 3 x* + 2 x + 2 = 0 tiene una Unica solucién en €
intervalo (-1, 0).

---00000---
Consideramos la funcién f(x) = x® -3x? +2x + 2, que tiene los mismos ceros
gue raices la ecuacion y veamos si cumple las condiciones del teorema de Bolzano

en el intervalo ( -1,0) :

La funcién es continua en [-1,0] ya que, al ser polinébmica, es continua en

[XILa funcidn tiene signo opuesto en los extremos del intervalo :

f0)=2yf(-1)=-1-3-2+2=-4.
Luego al cumplirse las hipétesis se cumple la tesis :

[t 0(-1,0)0f(c) = 0

Ahora se ha de comprobar que ese cero es unico, lo que se hace por
reduccion al absurdo :

Matematicas aplicadas a las CC.SS. Il




Tema N° 8 — Aplicaciones de las Derivadas L 22

€ Supongamos que existe otro cero d # ¢ en el intervalo (-1,0), la funcion

cumple las hipotesis del teorema de Rolle en el intervalo cerrado formado
por los dos ceros [d, c] :

* La funcion es continua en [d, c] al ser polinémica.
* La funcion es derivable en [d, c] al ser polinémica.
*f(d) = f(c) = 0, segun nuestra hipotesis
Por tanto Oel (d, c) O (-1,0)df ’(e) = 0, pero f ’'(x) = 3x* - 6x+2 tiene
por ceros x = 1'6 y x = 0’4, ninguno de ellos pertenece al intervalo, luego
hemos llegado a una contradiccion y por tanto no puede haber dos ceros
distintos en el intervalo (-1, 0), ¢ es unico.
QOOEECEE® S @
© La figura muestra la gréafica de la funcion derivada f' de una funcién f. Determina,

a partir de la gréfica, los maximos y minimos relativos y |os puntos de inflexion def, y haz su
representaci on aproximada.

---00000---
La gréfica representa la derivada primera de la funcién f, luego:

Estudio de la monotonia :

f (X) serd creciente en los intervalos en que f ‘(x) sea positiva (esté por
encima del eje horizontal ) en los intervalos (1, 4) y (4, 10) y decreciente en los que
sea negativa ( por debajo del eje de abscisas ) (-« , 1) y (10, «) y por tanto, en x =
1 al pasar de decreciente a la izquierda a creciente a la derecha y ser f' (1) = 0 (
corta al eje horizontal) habra un minimo, en x = 10 se cumple que f ‘(10) = 0 ( corta
al eje de abscisas ) y ademas f ‘(10) > 0y f /(10*) < 0O, luego tiene un maximo en x =
10.

Estudio de la curvatura

Como f “(x) = (f ‘(x))’, sera f “(x) > 0 (convexa) en donde f ‘(x) sea creciente y
viceversa f”’ (x) < 0 ( concava) en donde f ‘(x) sea decreciente:
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% En el intervalo ( -, 2 ) f ‘(x) es creciente = f “(x) > 0 (cx.)

< En el intervalo ( 2, 4) f'(x) es decreciente = f’(x) < 0 (cc.)

% En el intervalo (4, 7 ) f ‘(x) es creciente = f “(x) > 0 (cx.)

« En el intervalo ( 7, ) f'(xX) es decreciente = f’(x) < 0 (cc.)

% En x = 2 hay un punto de inflexién cx-cc pues f’(2°) >0y f’(2*) < 0.
+ En x = 4 hay un punto de inflexion cc-cx pues f’(4") <0y f’(4%) > 0.
% En x =7 hay un punto de inflexién cx-cc pues f’(7) >0y f’(7*) < 0.

P e B o
4

RN E O] El EIRACRA

O Representa de forma aproximada la gréafica de la funcion f “, sabiendo que la
gréficadef esladelafigura.

---00000---
Vamos a proceder por intervalos y sus puntos frontera :
U Intervalo ( - o, -2) la funcion es creciente = f ‘(x) > 0.
U En x = -2 hay maximo relativo = f’(-2) = 0.
Q Intervalo ( -2, 0) la funcion es decreciente = f ‘(x) < 0.

U En x = 0 hay minimo relativo = f’(0) = 0.
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4 Intervalo (0, 1) la funcion es creciente = f ‘(x) > 0.
4 En x = 1 hay maximo relativo = f’(1) = 0.
Q Intervalo ( 1, 2) la funcion es decreciente = f ‘(x) <O.

U En x = 2, las derivadas por la izquierda y la derecha no son iguales, la
funcion es no derivable.

4 Intervalo ( 2, 4) la funcién es una linea recta que pasa por los puntos A ( 2,
-2)yB (4,1), de ecuacion :

Y-Ya _ ¥YB VYA y+2 142 _3 _3
XXA = Xo¥a = 2 — 42 S Y+T2=5(X-2)=>y=5%x-5

Luego su derivada es constante, f ‘(x) = 2/3, en el intervalo
Q Intervalo (4,- ») la funcién es constante f(x) = 1, su derivada f ’'(x) = 0.

Con estos datos la grafica de la f’ (x) podria ser :

RN E O] | IR

® Representa graficamente las siguientes funciones :

Jx2-4
X

a) f(x) =
® Dominio

Por ser racional el denominador ha de ser distinto de cero, x # 0.
Al ser irracional, el radicando no puede ser negativo x? - 4 > 0, es decir :

X2=4>0=(X=-2)(X+2)>0 < (-o0,-2] U[2, )
Como estos intervalos no incluyen el cero :
Dom(f) =(—o0,-2] U[2, »)

® Simetria
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(024 x2- o :
f(-x) = )ix = XA = —f(x) = Impar, simétrica respecto del origen.

® Periodicidad.
No es periddica.
@ Cortes con los ejes.

@ Con el eje de abscisas, horizontal u OX (f(x) = 0)

2_
X —0esx2-4=0=x=42

Luego los puntos de corte son : (-2,0)y (2, 0).
® Con el eje de ordenadas, vertical u QY (x = 0).

f(0) no pertenece al domino de la funcién, no tiene, pues.
® Asintotas y ramas infinitas

Verticales
x = 0 que como hemos visto no pertenece al dominio.

Horizontales.

T T X2—4_. ﬁi— _ 4 _ _
y=limf0q) = Jim = = lim 5o —57 =lim 15 =+ V1 =41

EOblicuas

No tiene, pues tiene horizontales.
® Monotonia y extremos relativos.
® Ceros de la derivada primera.

B S v Ry o a7
/ 2x2-4 X=4x"-4 x2-4 4
F(x) = =

X2 T 2 [x2-a

gue es >0 luego ~

X2
@ Curvaturay puntos de inflexién.
No es necesario hallarla para no complicar la resolucion.

Resumen de la informacion obtenida:

- (- 0, -2) -2 2 (2,)
>0 >0
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B < [ o [o] <@

® Dibujo de la curva de la funcion:

Con la informacién de la tabla anterior se traza la curva de la funcion :

b) f(x) = VX2 +4x-5

® Dominio

Al ser irracional, el radicando no puede ser negativo x* + 4x-5 = 0, es decir :
X2+4x-5>0= (x—-1)(x+5) >0 < (-0, -5] U[1,®)

® Simetria

f(-x) = /(-%)2 +4(-x) -5 = /x%-4x-5 =f(x) = No tiene.
® Periodicidad.

No es periddica.

@ Cortes con los ejes.

® Con el eje de abscisas, horizontal u OX (f(x) = 0)

_ —4-J16+20 _ _4§ _
= > =

X —_5
\/m:o@x2+4x—520® _—4+\/W_—42+6 1 }
= 2 - 2 -

Luego los puntos de corte son : (-5, 0)y (1, 0).

@ Con el eje de ordenadas, vertical u QY (x = 0).

f(0)= J/02+4.-0-5 = /-5 ¢ *
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® Asintotas y ramas infinitas

Verticales

No tiene pues no tiende a o para ningun valor de x.

Horizontales.
y = lim f(x) = lim Vx?+4x-5 =+ oo, No tiene.
X— Fo0 X— Foo

Oblicuas (y = mx + n)

f(x) J x2+4x

= lim == = = | +———_ 1+2-2
m xLToo X x—»r]_goo x|—|>r]_?-100 X2 XI—I>II]oo 1+x x2

n = Jim (f(x) -mx) = lim (Vx® +4x =5 £x) =0 -0 ind.

Resolvamos la indeterminacion mediante el conjugado :

n= lim (VX2 +4x-5 £X)(/x2+4x-5 ) _ im 25 i 5 _ooq
X~ o0 (VX2+4x-5 Fx) X—> 100 ({/X2+4%=5 FX) X Foo ({X2+4X-5 Fx) ®

Resolvamos esta nueva indeterminacion, dividiendo numerador vy
denominador por X :

n= lim s S N b S R

Luego las asintotas oblicuas son :
y =X + 2 por la derecha.
y =-X - 2 por la izquierda.
® Monotoniay extremos relativos.

® Ceros de la derivada primera.

ffx)=—22—= X2 _ -0 =x+2=0=Xx=-2

2./x2+4x-5 JXx2+4x-5

Pero x = -2 no pertenece al dominio, luego no tiene extremos relativos.
En cuanto a la monotonia :

[ x ]| (@5 [ (1,0) ]
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<0 >0
N a

If_ _ —6+2 —_ -4 -4
f( 5) - \/(—6)2+4(—6)—5 - J/36-24-5 - J7 <O

ya que :

/ — 2+2 —_4
f(z)‘m =7 >0

@ Curvaturay puntos de inflexion.
No la estudiamos para no complicar la resolucién.

Resumen de la informacion obtenida:

—00 (- 0, -5) -5 1 (1,0) co
<0 >0
00 N/ 0 0 A 00

Y las dos asintotas oblicuas.
® Dibujo de la curva de la funcién:

Con la informacién de la tabla anterior se traza la curva de la funcion :
-8

L)
16

8 -6 -4 —?&

c) f(x) = V5 —x?

® Dominio

Al ser irracional, el radicando no puede ser negativo 5 - x* = 0, es decir :
5-x2>0=>5+x)(5-x)>0<=[-5,.5]

® Simetria

f(-x) = /5-(-x)2 = /5-x2 =f(x) = Par, simétrica respecto del eje OY.
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® Periodicidad.
No es periddica.
@ Cortes con los ejes.

@ Con el eje de abscisas, horizontal u OX (f(x) = 0)

- _ — o

J5-x2 =0 < 5-x2 :O@{XX:/; :22/223366 }
Luego los puntos de corte son : (-2'236, 0) y (2'236, 0).
@ Con el eje de ordenadas, vertical u OY (x = 0).
f(0)=V5-02 = /5 =2'236 = (0, 2'236)

® Asintotas y ramas infinitas
Verticales
No tiene pues no tiende a o para ningun valor de Xx.
Horizontales.
No tiene pues el dominio va desde -2'236 a 2'236.
Oblicuas (y = mx + n)
No tiene pues el dominio va desde -2'236 a 2'236.

® Monotonia y extremos relativos.

®@ Ceros de la derivada primera.

/ — __=2X —_ X —_ v — —
f(X)—zm—m—Om Xx=0<=x=0
Luego:

Fi(-1) =

~(-1) _
51 :%>Oyf/(1)= J% :_%<O

>0 <0
2 Max N

(-2236,0)| 0 | (0,2236)
0

@ Curvaturay puntos de inflexién.
No la estudiamos para no complicar la resolucién.
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Resumen de la informacién obtenida:

-2'236 | (- 2'236, 0) 0 (0,2236) | 2236
>0 0 <0
0 A Max N 0

® Dibujo de la curva de la funcion:

Con la informacion de la tabla anterior se traza la curva de la funcion :

14

RN E O] | IR
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