
(MHUFLFLRV�\�SUREOHPDV

s�&RPSUXHED� OD�FRQWLQXLGDG�GH� OD
VLJXLHQWH�IXQFLyQ�HQ�HO�SXQWR�[�� ���

f(x) =
 

 
 

x2 − 1 si x < 5
4x + 4 si x P 5
���RR�RR���

Para estudiar la continuidad en un punto
hemos de comprobar si coinciden el valor de
la función en ese punto con su límite :

f ( 5 ) = 4 · 5 + 4 = 24

 lim
xG 5− f(x) = lim

xG 5−(x2 − 1) = 52 − 1 = 24

lim
xG 5+ f(x) = lim

xG 5+(4x + 4) = 4 � 5 + 4 = 24

Si es continua en x 0 = 5.

�����������

t� (VWXGLD� OD� FRQWLQXLGDG� ODWHUDO
GH� ODV� VLJXLHQWHV� IXQFLRQHV� HQ� HO
SXQWR�[��TXH�VH�LQGLFD�

a) f(x) =
 

 
 

x + 2 si x > −1
3 si x > -1

(x0 = −1)

Hemos de estudiar si coinciden los límites
laterales con f (-1) :

f ( -1) = -1 + 2 = 1 , pues el -1 está incluido en
el primer intervalo.

lim
xG -1− f(x) = lim

xG -1−(x + 2) = −1 = f(−1)

Sí es continua a la izquierda de -1 .

lim
xG -1+ f(x) = lim

xG -1+ 3 = 3 � f(−1)

No es continua a la derecha de -1

b) g(x) = E(x) + x ( x0 = 2)

g(2) = E(2) + 2 = 2 + 2 = 4

lim
xG 2− g(x) = lim

xG 2− E(x) + x = lim
xG 2− 1 + x = 3 � g(2)

No es continua a la izquierda de 2 .

lim
xG 2+

g(x) = lim
xG 2+

E(x) + x = lim
xG 2+

2 + x = 4 = g(2)

Sí es continua a la derecha de 2.

c) h(x) = x2 − 9 (x0 = �3)

a x0 = - 3

h(−3) = (−3)3 − 9 = 0

lim
xG-3− h(x) = lim

xG-3− x2 − 9 = 0 = g(−3)

Sí es continua a la izquierda de - 3 .

lim
xG-3+ h(x) = lim

xG-3+ x2 − 9 = D

pues para valores próximos a -3 por su
derecha el radicando es negativo.

No es continua a la derecha de - 3 .

a x0 =  3

h(3) = x2 − 9 = 32 − 9 = 0

lim
xG3− h(x) = lim

xG3− x2 − 9 = D

ya que para valores próximos a 3 por su
izquierda el radicando es negativo.

No es continua a la izquierda de 3.

lim
xG3+ h(x) = lim

xG3+ x2 − 9 = 0 = g(3)

Sí es continua a la derecha de 3 .

�����������

u� (VWXGLD� OD� FRQWLQXLGDG� GH� ODV
VLJXLHQWHV� IXQFLRQHV� HQ� HO� LQWHUYDOR
TXH�VH�LQGLFD�

a) f(x) =
 

 
 

3x
x−2 si x < 2

x− 1 si x P 2
en [2, 4]

Tema Nº 6 — &RQWLQXLGDG&RQWLQXLGDG������������������������������������������������������������������������������������������	���

0DWHPiWLFDV�DSOLFDGDV�D�ODV�&&�66��,,



Hemos de estudiar la continuidad :

Ø A la derecha de 2.

f (2) = = 2 - 1 = 1

lim
xG 2+

f(x) = lim
xG 2+(x − 1) = 1 = f(2)

Continua a la derecha de 2.

Ø A la izquierda de 4.

f(4) = 4 -1 = 3

lim
xG 4−

f(x) = lim
xG 4−(x − 1) = 3 = f(3)

Continua a la izquierda de 4.

Ø En el intervalo ( 2, 4).

Sea a ∈  (2, 4)

f (a) = a -1 

lim
xG a− f(x) = lim

xG a+
f(x) = a − 1 = f(a)

Continua en el intervalo abierto (2, 4).

Por tanto es continua en [2, 4].

b) g(x) = 1
x+3

en [-3, � )

Hay que estudiar la continuidad en :

� El intervalo ( - 3, ∞ )

Sea a ∈ ( - 3, ∞ )

g(a) = 1
a+3

lim
xG a− g(x) = lim

xG a+
g(x) = 1

a+3
= g(a)

Continua en el intervalo ( - 3, ∞ )

� a la derecha de - 3

g(−3) = 1
−3+3

= ��

No es continua a la derecha de -3.

La función sólo es continua en el inter-
valo ( - 3, ∞∞ ), pero no en - 3.
 

�����������

v &RQVLGHUD� OD� JUiILFD� GH� OD
IXQFLyQ�I��

LQGLFD� ORV� SXQWRV� GH� GLVFRQWLQXLGDG
GH� OD� IXQFLyQ� H� LQGLFD� GH� TXp� WLSR
VRQ�

���RR�RR���

Recorremos la función de izquierda a
derecha :

� x = - 3 

Discontinuidad no evitable de salto
infinito pues ambos límites laterales
tienden a infinito . Además no existe f (-3).

� x = - 2

f( -2) = 5
lim

xG -2−
f(x) = 5

lim
xG -2+

f(x) = 1

Como los límites laterales son finitos y
diferentes la discontinuidad es no evitable
de salto 5 - 1 = 4 finito .

� x =  1

lim
xG 1−

f(x) = 4 = lim
xG 1+

f(x) � f(1) = 5
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Como los límites laterales son finitos e
iguales pero distintos de f(1), la disconti-
nuidad es evitable ( sin más que hacer que
f(1) = 4 )

� x =  3

lim
xG 3−

f(x) = 2; lim
xG 3+

f(x) = D

Como no existe el límite lateral por la
derecha, la discontinuidad es esencial .

� x = 6

lim
xG 6−

f(x) = 2 = lim
xG 6+

f(x); f(6) = D

Como los límites laterales son finitos e
iguales y no existe f(6), la discontinuidad
es evitable ( definiendo f(6) = 2).

�����������

w� &RPSUXHED� TXH� OD� VLJXLHQWH
IXQFLyQ� HV�GLVFRQWLQXD� HQ� HO�SXQWR� [�
 � �� \� GHWHUPLQD� HO� WLSR� GH
GLVFRQWLQXLGDG�

f(x) =
 

 
 

x2 − 2 si x < 3
4x − 5 si x > 3

���RR�RR���

lim
xG 3− f(x) = lim

xG 3−(x
2 − 2) = 32 − 2 = 7

lim
xG 3+ f(x) = lim

xG 3+(4x − 5) = 4 � 3 − 5 = 7

D f(3)

Como los límites laterales son finitos e
iguales pero no existe f(3), la discontinui-
dad es evitable ( definiendo f(3) = 7 )

�����������

nn� +DOOD� ORV� SXQWRV� GH� GLVFRQWL�
QXLGDG� GH� ODV� VLJXLHQWHV� IXQFLRQHV
LQGLFDQGR�GH�TXp�WLSR�VRQ�

a) f(x) = 3x+3
x2−x−2

Es una función de tipo racional, las
discontinuidades serán los puntos que no
pertenecen a su dominio por anular el
denominador. Si x2 - x - 2 = 0; x = -1 ó x = 2

� x = -1

lim
xG -1

3x+3
x2−x−2 = 0

0 ind.

para resolver esta indeterminación factori-
zamos y simplificamos:

lim
xG -1

3(x+1)
(x+1)(x−2) = lim

xG -1

3
x−2 = 3

−3 = −1

Como su límite es finito la discontinui-
dad en x = - 1 es evitable ( definiendo f(-1)
= -1.

� x = -1

lim
xG 2

3x+3
x2−x−2 = 9

0 = �

Al se los límites laterales infinitos, la
discontinuidad es no evitable de salto
infinito.

b) g(x) =
 

 
 

5x + 2 si x < 0
x2 − 3 si x P 0

En cada intervalo, al ser polinómicas son
continuas, estudiemos la continuidad del
punto x = 0:

f(0) = 02 -3 = -3 , ya que el cero pertenece al
segundo intervalo.

lim
xG 0−

f(x) = lim
xG 0−(5x + 2) = 5 � 0 + 2 = 2

lim
xG 0+

f(x) = lim
xG 0+(x

2 − 3) = −3

Los límites laterales son finitos y distin-
tos, luego en x = 0 tiene una discontinui-
dad no evitable de salto finito ( Salto 2 - ( -
3 ) = 5 ).
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c) h(x)=
 

 
 

sen 1
x si x < 0

x − 5 si x P 0

Las funciones definidas en cada intervalo
son continuas en su intervalo de definición,
habrá pues que estudiar el punto frontera :

� Continuidad en x = 0

f (0) = 0 - 5 = - 5 , pues el cero pertenece al
segundo intervalo.

lim
xG 0−

f(x) = lim
xG 0−

sen 1
x = D

pues al acercarse a cero por la izquierda y
ser periódica oscila entre el infinito positivo y
negativo.

lim
xG 0+

f(x) = lim
xG 0−(x − 5) = −5

Como no existe el límite lateral por la
izquierda la discontinuidad en x = 0 es
esencial .

�����������

no�&RPSUXHED�TXH�OD�IXQFLyQ��

f(x) = x2+2x−8
x−2

SUHVHQWD� XQD� GLVFRQWLQXLGDG� HYLWDEOH
HQ� HO� SXQWR� [��  � ��� \� GHILQH� XQD
IXQFLyQ� J� TXH� VHD� FRQWLQXD� HQ� 5� \

FRLQFLGD�FRQ�I�HQ�WRGR�VX�GRPLQLR�

���RR�RR���

lim
xG 2

x2+2x−8
x−2 = 0

0 ind.

Indeterminación que resolvemos factori-
zando y simplificando :

lim
xG 2

(x+4)(x−2)
x−2 = lim

xG 2
x + 4 = 6

Como los límites laterales son finitos
pero no existe f(2) la discontinuidad es
evitable ( definiendo f(2) = 6 ).

g(x) =
 

 
 

x2+2x−8
x−2 si x � 2
6 si x = 2

�����������

np� 'LEXMD� XQD� IXQFLyQ� TXH
SUHVHQWH� GRV� GLVFRQWLQXLGDGHV� HYLWD�
EOHV�� XQD� GLVFRQWLQXLGDG� QR� HYLWDEOH
GH� VDOWR� ILQLWR�� GRV� GLVFRQWLQXLGDGHV
QR� HYLWDEOHV� GH� VDOWR� LQILQLWR� \� XQD
GLVFRQWLQXLGDG� QR� HYLWDEOH� HVHQFLDO�
GH� WDO� IRUPD� TXH� WHQJD�SRU�DVtQWRWDV
YHUWLFDOHV�ODV�UHFWDV�[� ����\�[� ���
��'D�XQD�H[SUHVLyQ�DQDOtWLFD�GH�XQD

GH�HVWDV�IXQFLRQHV�

���RR�RR���

f(x) =

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

4 si x < −5
1 si x = 5

−x − 1 si -5 < x < -3
x + 4 si -3 > x > −2

−2
x+1 si -2 < x -1
3x

(x+1)(x−4) si − 1 < x < 4
−1
x−4 si 4 < x > 5

x − 6 si 6< x < 8
1 si x = 8
2 si x > 8

Que posee :
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¾ Dos discontinuidades evitables:

� en x = - 5 

f (-5) = 1

lim
xG -5− f(x) = lim

xG -5− 4 = lim
xG -5+ f(x) = lim

xG -5+ − x− 1 =

 = 4. Los límites laterales son finitos e iguales
pero f( -5) es distinto.

� en x = 8

f (8) = 1

lim
xG 8− f(x) = lim

xG 8−(x − 6) = 2 = lim
xG 8+ f(x) = lim

xG 8+ 2

Los límites laterales son finitos e iguales
pero f (8) = 1, es distinto.

¾ Una discontinuidad no evitable de salto
finito, en x = - 3, ya que :

lim
xG -3−

f(x) = lim
xG -3−(−x − 1) = −(−3) − 1 = 2

lim
xG -3+

f(x) = lim
xG -3+(x + 4) = −3 + 4 = 1

los límites laterales aunque finitos son
diferentes.

¾ Dos discontinuidades no evitables de
salto infinito : 

� en x = - 1. Ya que :

lim
xG -1−

f(x) = lim
xG -1−

−2
x+1 = −�

lim
xG -1+

f(x) = lim
xG -1+

3x
(x+1)(x−4) = −�

� en x = 4. Ya que :

lim
xG 4−

f(x) = lim
xG 4−

3x
(x+1)(x−4) = −�

lim
xG 4+

f(x) = lim
xG 4+

−1
x−4 = −�

¾ Una discontinuidad esencial en x = 6
pues el límite por la izquierda no existe.

¾ Dos asíntotas en x = -1 y x = 4, como
ya hemos comprobado en las discontinuida-
des no esenciales de salto infinito.

�����������

nq�(VWXGLD�ORV�SXQWRV�GH�GLVFRQWL�
QXLGDG� GH� OD� VLJXLHQWH� IXQFLyQ� I� \
FDOFXOD� ORV� OtPLWHV� ODWHUDOHV� GH� OD
IXQFLyQ�HQ�GLFKRV�SXQWRV�

f(x) = 1
x2−1

���RR�RR���

Es una función racional luego las disconti-
nuidades estarán en los valores que anulen el
denominador ( que no pertenecen al dominio
).

x2 - 1 = 0 ⇔ x = - 1 ó x = 1.
7 x = - 1

lim
xG -1−

1
x2−1 = 1

0 = +�

pues para valores a la izquierda de -1, al
estar elevados al cuadrado x2 - 1 > 0.

lim
xG -1+

1
x2−1 = 1

0 = −�

pues para valores a la derecha de -1, se
cumple que x2 - 1 < 0, al ser x2 < 1.

Discontinuidad no evitable de salto
infinito en x = - 1.
7 x = 1

lim
xG 1−

1
x2−1 = 1

0 = −�

ya que a la izquierda de 1 x2 - 1 < 0, por ser
x2 < 1.
lim
xG 1+

1
x2−1 = 1

0 = +�

pues para valores a la derecha de 1, como x
>1, x2 > 1 y  x2 - 1 > 0.

Discontinuidad no evitable de salto
infinito en x = 1.

�����������
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nr�+DOOD�HO�YDORU�GH�N�SDUD�TXH�OD
VLJXLHQWH� IXQFLyQ� WHQJD� XQD� GLVFRQWL�
QXLGDG�HYLWDEOH�HQ�[�� ���

f(x) = x2−4x+k
2x−6

���RR�RR���

Para que tenga una discontinuidad evita-
ble el límite debe existir y ser finito en x = 3,
hallémosle :

lim
xG 3

x2−4x+k
2x−6 = −3+k

0 ind.

para que sea del tipo 0 / 0 y se pueda resol-
ver la indeterminación factorizando y simplifi-
cando ha de ser -3 + k = 0 es decir k = 3, con
lo que :

lim
xG 3

x2−4x+3
2x−6 = lim

xG 3

(x−1)(x−3)
2(x−3) = lim

xG 3

x−1
2 = 1

Luego la discontinuidad será evitable si
k = 3 ( se evitaría haciendo f(3) = 1 ).

�����������

ns�+DOOD�HO�YDORU�GH�N�SDUD�TXH�OD
VLJXLHQWH� IXQFLyQ� WHQJD� XQD� GLVFRQWL�
QXLGDG�QR�HYLWDEOH�GH�VDOWR�LQILQLWR�HQ
[�� ����

f(x) = 3x2+4x−k
2x+4

���RR�RR���

Es racional y se anula para x = - 2

lim
xG− 2

3x2+4x−k
2x+4 = 3(−2)2+4�(−2)−k

2(−2)+4 = 4−k
0

límite que depende de que k - 4 = 0, es decir
k = 4 ó k ≠ 4 :

Si k = 4 la discontinuidad es evitable pues
el límite :

lim
xG− 2

3x2+4x−4
2x+4 = lim

xG− 2

3(x+2)(x− 2
3 )

2(x+2) = −4
es finito.

Si k ≠ 4 la discontinuidad es no evitable
de salto infinito pues el límite es ∞    .

�����������

nt� (VWXGLD� OD� FRQWLQXLGDG� GH� ODV
VLJXLHQWHV�IXQFLRQHV��

a) f(x) = x2 + ln(x − 4)

es una suma de funciones, la primera es
polinómica y , por tanto, continua, pero la
segunda es logarítmica y es continua en su
dominio que son los valores que hacen x -4 >
0, es decir x > 4, luego es continua para x >
4.

b) g(x) = e2senx

Es composición de dos funciones conti-
nuas la exponencial y el seno, luego es
continua en 55.

c) h(x) =
x+1

x2+3

Es un cociente, el denominador no se
anula para ningún valor de x luego es conti-
nua, pero el numerador es irracional y por
tanto no es continua para los valores que
hacen el radicando negativo, es decir es
continua si x + 1 ≥ 0 ⇒ x  ≥ - 1.

 Es continua en [- 1, ∞ ) 

d) i(x) = cos 2x

ln x2

La función del numerador es continua al
ser una composición de dos funciones conti-
nuas ( la exponencial 2x y el cosx ).

La función del denominador es composi-
ción de una continua x2 y otra que es continua
en su dominio lnx, luego no es continua para
los valores que no pertenecen a su dominio
que son x2 = 0 ⇒ x = 0.

Al ser un cociente, además no es continua
para los valores que anulan el denominador
ln x2 = 0 ⇒ x2 = 1 ⇒ x = - 1 ó x = 1.

 La función es continua en 55 - { -1 , 0, 1
}
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e) j(x) =
 

 
 
 

 

4
x+5 si x < 2

3x − 1 si 2 > x < 3
2x + 2 si x P 3

En una función a trozos hay que estudiar
la continuidad en cada trozo y después en
los puntos “frontera”:

� Intervalo de los x < 2
La función es racional, discontinuidades

en los valores que anulan el denominador x +
5 = 0; x = - 5.

� Intervalo 2 ≤ x < 3

Función polinómica, luego continua.

� Intervalo de los x ≥ 3

Función polinómica, luego continua.
� Punto x = 2

j(2) = 3 · 2 -1 = 5

lim
xG 2−

j(x) = lim
xG 2−

4
x+5 = 4

7 � j(2)

lim
xG 2+

j(x) = lim
xG 2+(3x − 1) = 5 = j(2)

Discontinuidad lateral izquierda.

� Punto x = 3

j( 3) = 2 · 3 + 2 = 8

lim
xG 3−

j(x) = lim
xG 3−(3x − 1) = 8 = j(3)

lim
xG 3+

j(x) = lim
xG 3+(2x + 2) = 8 = j(3)

Continua en x = 3.

 Resumiendo :

La función es discontinua en x = - 5 y x
= 2, siendo continua en el resto de los
números reales.

�����������

nu� 'HVFULEH� FRQ� EUHYHGDG� TXp
VLJQLILFD�TXH�XQD�IXQFLyQ�VHD�FRQWLQXD
HQ� XQ� SXQWR�� ¢(V� FRQWLQXD� OD� IXQFLyQ
I�[�� �_�[�����_�HQ�HO�SXQWR�[� ��"

���RR�RR���

Que no hay ninguna interrupción en ese
punto, se puede dibujar en un entorno de ese
punto sin levantar el lápiz del papel. Para ello
han de coincidir a lo que tiende la función ( a
la izquierda y a la derecha de ese punto ) con
el valor de la función en ese punto :

f(x0) = lim
xG x0

f(x)

f(x) =[ x − 3| =
 

 
 

−x + 3 si x > 3
x − 3 si x > 3

Estudiemos la continuidad en el punto x =
3 :

f(3) = 0

lim
xG 3− f(x) = lim

xG 3−(−x + 3) = 0 = f(3)

lim
xG 3− f(x) = lim

xG 3−(x + 3) = 0 = f(3)

Sí es continua en x = 3.

�����������

nv 'DGD�OD�IXQFLyQ���

f(x) = x2−x−2
x2+x

FDOFXOD� HO� YDORU� TXH� GHEH� WHQHU� I����
SDUD� TXH� I� VHD� FRQWLQXD� HQ� HO� SXQWR
GH�DEVFLVD�[� ����

���RR�RR���

La función es racional y por tanto disconti-
nua en los valores que anulan el denominador
x2 + x = 0 ⇔  x(x + 1) = 0 ⇔ x = 0 y x +1 = 0
es decir x = -1. Para que sea continua en x =
-1 f ( -1) ha de ser iguala al límite de la
función en este punto:
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lim
xG -1

x2−x−2
x2+x = 1+1−2

1−1 = 0
0 ind.

Para resolver esta indeterminación
descomponemos y simplificamos :

lim
xG -1

x2−x−2
x2+x = lim

xG -1

(x+1)(x−2)
x(x+1) = lim

xG -1

x−2
x = 3

Por tanto f(-1) = 3

�����������

om�'HWHUPLQD�ORV�YDORUHV�GH�D�\�E
SDUD� TXH� OD� VLJXLHQWH� IXQFLyQ� VHD
FRQWLQXD�HQ�5��

f(x) =
 

 
 
 

 

5senx si x < - �2
asenx + b si - �2 > x > �

2

2 cos x + 3 si x > �

2

La función es continua en los tres trozos
independientemente de los valores de a y b
pues las funciones definidas en cada inter-
valo son continuas. Estudiemos la continui-
dad en cada punto “ frontera “ :

bContinua en - π / 2

lim
xG - �2

−
f(x) = lim

xG - �2
−
5senx = 5sen(− �

2 ) =
= - 5

lim
xG - �2

+
f(x) = lim

xG - �2
+
asenx + b =

= asen(− �

2 ) + b = −a + b
Luego para que sea continua en este

punto han de ser iguales los límites laterales
y ha de cumplirse :

-a + b = -5   (1)

b�Continua en  π / 2

lim
xG �

2
−
f(x) = lim

xG �

2
−
asenx + b = asen �

2 + b

= a + b
lim

xG - �2
+
f(x) = lim

xG - �2
+
2 cosx + 3 = 3

Igualando los límites laterales :

a+ b = 3     (2)

Resolvemos el sistema formado por la
ecuaciones  (1) y (2) :

 

 
 

−a + b = −5
a + b = 3

F2 + F1

G

 

 
 

2b = −2
a + b = 3

b = −1
a = 4

Para que sea continua a = 4, b = -1 .
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on�6HD�OD�HFXDFLyQ��[�����[�����[���
�����[������ ����&RPSUXHED�TXH�WLHQH
GRV� UDtFHV� UHDOHV� \� GHWHUPLQD� SDUD
FDGD�XQD�GH�HOODV�VX�SDUWH�HQWHUD�
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Utilizamos el teorema de Bolzano.
La función, al ser polinómica, es continua

en 5 .

Ha de haber do intervalos en que cambie
de signo, los buscamos :

f (0) = -20 < 0

f (1)  = 3·14 - 4·13 - 6·12 + 12·1 - 20 =- 15 < 0
 
f (2)  = 3·24 - 4·23 - 6·22 + 12·2 - 20 = - 4 < 0

f (3)  = 3·34 - 4·33 - 6·32 + 12·3 - 20 = 97 > 0

Luego en el intervalo [ 2, 3] cambia de
signo y es continua, por tanto tendrá un
cero comprendido en el intervalo ( 2, 3 ) es
decir de parte entera 2.

Veamos a hora a la izquierda de 0 :

f (-1)  = 3·(-1)4 - 4·(-1)3 - 6·(-1)2 + 12·(-1) - 20
= - 21 < 0

f (-2)  = 3·(-2)4 - 4·(-2)3 - 6·(-2)2 + 12·(-2) - 20
=  12 > 0

Luego en el intervalo [ -2, -1] cambia de
signo y es continua, por tanto en el
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intervalo ( -2, -1 ) tendrá una raíz que
tendrá de parte entera -1.
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oo�/D�IXQFLyQ�I��[�� �[���[����WRPD
HO� YDORU� ��� SDUD� [�  � �� \� HO� YDORU� �
SDUD� [�  � ��� ¢3RGHPRV� GHGXFLU� GH
HVWH� KHFKR� TXH� H[LVWH� XQ� YDORU� GH� [
HQ� HO� LQWHUYDOR� ���� ��� SDUD� HO� FXDO� OD
IXQFLyQ� VH� DQXOD"� -XVWLILFD� WX
UHVSXHVWD�
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No pues para ello debía de ser continua
en el citado intervalo y tiene una discontinui-
dad en x = 1, incumpliendo una de las hipóte-
sis del teorema de Bolzano.
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op�6HDQ�I�\�J�GRV�IXQFLRQHV�FRQWL�
QXDV�HQ� >D��E@� WDOHV� TXH� I�D����J�D�� \
I�E�� !� J�E��� 'HPXHVWUD� TXH� VXV� JUiIL�
FDV�VH�FRUWDQ�
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Si definimos una nueva función :

h(x) = f(x) - g(x) 

cuando encontremos algún x0 tal que  h(xo ) =
0, f (xo ) - g (xo ) = 0, es decir f(xo ) = g(x0 ) y
las gráficas se cortan en ese punto.

Para demostrar que existe ese punto
hemos de comprobar si se cumplen las
hipótesis del teorema de Bolzano :

z La función es continua en [a, b ] pues
es suma de dos funciones que son
continuas en ese intervalo.

z La función h(a) = f(a) - g(a) < 0 pues
f(a) < g(a) y h(b) = f(b) - g(b) > 0 pues
f(b) > g(b), luego en los extremos
cambia de signo. 

Al cumplir las dos hipótesis del teorema
de Bolzano ∃∃ xo / h(c) = 0 y por tanto f(x o )

= g(x0 ) y las gráficas se cortan en ese
punto.
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oq�(VWXGLD�VL� OD�HFXDFLyQ���,Q�[� 
[� WLHQH� DOJXQD� VROXFLyQ� UHDO� HQ� HO
LQWHUYDOR��������
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Estudiar las soluciones de la ecuación lnx
= x equivale a comprobar si existen ceros de
la función f(x) = lnx - x, lo que hacemos
mediante el teorema de Bolzano en el inter-
valo [1, 3] :

� La función es continua en el intervalo
citado pues es suma de dos funciones
que lo son  ( lnx es continua para x > 0
y x en todo 5 ).

� f(1) = 3ln1 -1 = 0 -  1 = -1 < 0 
f(3) = 3ln3 - 3 3 ( ln3 -1 ) > 0

Por tanto ∃ c ∈ (1,3 ) / f(c) = 0 y por tanto
3lnc - c = 0 Ù 3lnc = c.
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or�&RPSUXHED�TXH� OD�HFXDFLyQ�[�

�� [�� �� ���  � �� WLHQH� DOJXQD� VROXFLyQ
UHDO� \� GHWHUPLQD� XQ� LQWHUYDOR� GH
DPSOLWXG� PHQRU� R� LJXDO� TXH� ���
GRQGH�VH� HQFXHQWUH�GLFKD�VROXFLyQ��
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Comprobar que tiene alguna solución real
es buscar los ceros de f(x) = x4 - x2 - 20
mediante el teorema de Bolzano :

� La función es continua por ser
polinómica.

� Busquemos un intervalo en que cambie
de signo :

f(0) = -20 < 0

f(1) = 14 - 12 - 20 = - 20 < 0
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f(2) = 24 - 22 - 20 = 16 - 4 - 20 = - 8 < 0

f(3) = 34 - 32 - 20 = 81 - 9 - 20 = 52 > 0

Como pide de amplitud 0’ 5 :

f( 2’5) = 2’54 - 2’52 - 20 = 12’8125 >0

Luego el intervalo buscado es ( 2, 2,5 ).
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os�'HPXHVWUD�TXH�WRGR�SROLQRPLR
GH� JUDGR� LPSDU� WLHQH� DO� PHQRV� XQD
UDt]�UHDO��¢6H�SXHGH�DILUPDU�OR�PLVPR
VL�HO�SROLQRPLR�WLHQH�JUDGR�SDU"

���RR�RR���

Para que haya al menos una raíz real ha
de cumplirse el teorema de Bolzano en algún
intervalo [a, b] :

� La función, al ser polinómica es conti-
nua en todo 5, por tanto en cualquier inter-
valo [a, b] .

� Hemos de demostrar que un polinomio
de grado impar siempre tiene un intervalo en
cuyos extremos cambien de signo. 

Sea el polinomio:
 P (x) = an xn + an-1 xn-1 + ... + a2x2 + a1x +ao   
se cumple :

lim
xG ��

P(x) = lim
xG ��

anxn = an(� �)

y sea el coeficiente del término de mayor del
signo que sea tenderá a valores de signo
contrario, es decir :

 

 
 
 

 

si an < 0 limxG -�P(x) = +� y lim
xG +�

P(x) = −�
si an > 0 limxG -�P(x) = −� y lim

xG +�
P(x) = +�

y por tanto siempre existirá un intervalo en
cuyos extremos cambie de signo.

Como se cumplen las dos hipótesis del
teorema de Bolzano habrá al menos un inter-
valo en el cual se anule el polinomio, es decir
tendrá al menos una raíz real.

Si el polinomio es par puede no cumplirse
la segunda hipótesis ( al elevar a potencia
par siempre será positivo ) y puede que no
tenga raíz real. Ejemplo P(x) = x4 + 4, no
tiene raíces reales.
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ot�+DOOD�ORV�YDORUHV�GH�D�\�E�SDUD
TXH� VH� SXHGD� DSOLFDU� HO� WHRUHPD� GH
%RO]DQR�D�OD�VLJXLHQWH�IXQFLyQ�

f(x) =
 

 
 
 

 

senx + 3 si -� > x > 0
cosx

a si 0 < x > �

cosx + b si � < x > 2�

�� &DOFXOD� HO� SXQWR� F�∈� �−π�� �π�� HQ� HO
TXH�OD�IXQFLyQ�VH�DQXOD�
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Calculamos laos valores de a y b
haciendo que se cumpla la hipótesis de conti-
nuidad. Como la función es continua en cada
uno  de sus tres trozos, independientemente
de los valores de a y b, imponemos la condi-
ción de que los límites laterales en los puntos
frontera sean iguales :

º En x = 0

f(0) = sen0 + 3 = 3

lim
xG 0−

f(x) = lim
xG 0−(senx + 3) = 3 = f(0)

lim
xG 0+

f(x) = lim
xG 0+

cosx
a = cos 0

a = 1
a

Para que sea continua en x = 0 han de ser
iguales ambos límites laterales :

1
a = 3H a = 1

3

º En x = π

lim
xG �− f(x) = lim

xG �− 3 cosx = 3 cos� = −3

lim
xG �+ f(x) = lim

xG �+(cox + b) = −1 + b
 y para que sea continua en este punto los
límites laterales han de ser iguales :
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-1 + b = -3 ; b = -2.

Para a = - 1/3 y b = - 2 la función es
continua en el intervalo citado luego se
cumple la primera hipótesis del teorema de
Bolzano,  veamos ahora en qué intervalo se
cumple la segunda :

f(−�) = sen(−�) + 3 = 3 > 0
f(0) = sen0 + 3 = 3 > 0
f(�) = 3cos� = −3 < 0

f(2�) = cos 2�− 2 = −1 < 0
Se cumple la segunda hipótesis ( cambio

de signo en los extremos ) en el segundo
intervalo, por lo que existirá un c pertene-
ciente al intervalo para el cual se anule la
función :

f(c) = 0 ; 3cosc = 0; cos c = 0 ; c = ππ / 2
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ou�&RPSUXHED�TXH�OD�IXQFLyQ�I��[�
�  � �� WJ�� [� �� �� WRPD� HO� YDORU� �� HQ� HO
LQWHUYDOR�����π�����\�FDOFXOD�HO�YDORU�F
GH� HVWH� LQWHUYDOR� SDUD� HO� FXDO� I� �F��  
��
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Es un ejercicio de aplicación del teorema
de conservación del signo.

a La función es continua en el intervalo
>���π� ��@ pues es una suma de funciones
que lo son.

a Comprobemos si el valor 2 está
comprendido entre los valores de la función
en los extremos del intervalo : 

f(0) = 3tg 2 0 + 1 = 1

f(π / 4 ) = 3 tg2(π / 4) +1 = 3 · 1 + 1 = 4 

El teorema de los valores intermedios nos
asegura que :

∃∃ c ∈∈ ( 0,  ππ / 4 ) f(c) = 2

Para encontrarlo resolvemos la ecuación:

f(x) = 2Z 3tg2x + 1 = 2Z tg2x = 1
3

 pues x ha detgx = �
1
3 = �

3
3 H x = �

6
pertenecer al intervalo citado.

c = π  π / 6
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ov� &RPSUXHED�VL� SXHGH�DSOLFDUVH
HO� WHRUHPD� GH� :HLHUVWUDVV� D� ODV
VLJXLHQWHV� IXQFLRQHV� HQ� HO� LQWHUYDOR
LQGLFDGR�

��(Q�FDVR� DILUPDWLYR��KDOOD�HO�Pi[LPR
\� HO�PtQLPR� DEVROXWRV� HQ�HO� LQWHUYDOR
FRUUHVSRQGLHQWH��

a) f(x) = 2x2 − 4x + 5 en [-1, 2]

b) g(x) = 5
x−2 en [0, 3]

c) h(x) = x3 − 1 en (-2,2)

d) i(x) = - x2 + 2x + 3 en [-3,4]
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Para poder aplicar el teorema de Weiers-
trass la función ha de ser continua en un inter-
valo cerrado.

a) La función es continua por ser polinó-
mica ( de 2ª grado ) y el intervalo es cerrado
luego tendrá máximo y mínimo en el
intervalo.

Como es un trinomio de 2º grado veamos
primero si el vértice pertenece al intervalo:

 xv = − b
2a = − −4

2�2 = 1

que está incluido en el intervalo dado.
Como el coeficiente a del término de

segundo grado es 2 > 0, el vértice será el
mínimo m = ( 1, f(1)) = ( 1, 3).
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El máximo será uno de los extremos del
intervalo ( ya que la función será creciente a
derecha e izquierda del mínimo ) :

f (-1) = 2·(-1)2 - 4·(-1) + 5 = 11

f (2) = 2·22 - 4·2 + 5 = 5

Como f (-1) > f (2), el máximo es :
M = ( -1, 11) 

b) La función g(x) no es continua  en el
intervalo dado, pues al ser racional tiene una
discontinuidad en el valor que anula su
denominador: x - 2 = 0 ; x = 2, que pertenece
al intervalo [0,3], por lo cual no es aplicable
el teorema de Weierstrass.

c) El intervalo dado no es cerrado luego
no es aplicable el teorema de Weierstrass .

d) La función es polinómica y por tanto
continua, como además el intervalo es cerra-
do, se puede aplicar el teorema de Weiers-
trass y asegurar que tendrá un máximo y un
mínimo en el intervalo dado. Calculémoslos :

Como es una parábola de a = -1 < 0, el
vértice será el máximo, veamos si pertenece
al intervalo :

xv = − b
2a = − 2

2�(−1) = 1

que sí pertenece al intervalo [ -3,4], luego el
máximo es M = ( 1, i(1)) = ( 1, 4 ).

El mínimo estará en uno de los dos extre-
mos del intervalo :

f(-3) = - (-3)2 + 2·(-3) + 3 = -12

f (4) = - 42 + 2·4 +3 = -5

Como f (-3) < f (4) el mínimo es :

m = ( -3 , -12 ) .
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pm�8QD�HPSUHVD�IDEULFD�XQ�GHWHU�
PLQDGR� DUWtFXOR� TXH� YHQGH� D� ����
HXURV� SRU� XQLGDG�� 6L� XQ� SHGLGR
VXSHUD� ODV�����XQLGDGHV�� OD�HPSUHVD

KDFH�XQD�UHEDMD��(O�SUHFLR�GH�[�XQLGD�
GHV�YLHQH�GDGR�SRU�OD�IXQFLyQ�

f(x) =
 

 
 

10 �2x si x > 100
kxe−0�001x si x > 100

D� +DOOD� HO� YDORU� GH� N� SDUD� TXH� HO
SUHFLR�GH� ODV�[�XQLGDGHV�DXPHQWH�GH
IRUPD�FRQWLQXD�

E� (Q� OD� VLWXDFLyQ� GHO� DSDUWDGR� D��
¢FXiQWR�FXHVWD� FDGD� XQLGDG� VL� VH
FRPSUDQ�����XQLGDGHV"
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a) Las funciones dadas en los dos interva-
los son continuas luego hemos de igualar los
límites laterales en la “frontera “ de separa-
ción de ambos intervalos o trozos:

lim
xG 100− f(x) = lim

xG 100− 10�2x = 1020

lim
xG 100+ f(x) = lim

xG 100+ kxe−0 �001x = 100ke−0 �1

igualando :

100ke−0 �1 = 1020H k = 1020
100 e0 �1 = 11�27

b) x 0 400 pertenece al 2º trozo, luego
sustituyendo :

f(400) = 11’27·400·e-0’001·400 = 3 022’5

El precio por unidad :

p = f(400)
400 = 3022 �5

400 M 7�56 euros/unidad
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