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Pasando el 8 al primer miembro : x3 + 4x2

- 2x - 8 = 0, que resolvemos factorizando
mediante Ruffini :

1 4 -2 -8
-4 -4 0 8

1 0 -2 0

Luego:

 x3 + 4x2 - 2x - 8 = ( x + 4 ) · ( x2 - 2) 

 y  resolviendo las ecuaciones asociadas a
los factores :

 

 
 

x2 − 2 = 0H x = � 2
x+ 4 = 0H x = −4

 

 
 

que son las tres soluciones de la ecuación.

La función asociada es :

 f(x) = x 3 + 4x2 - 2x - 8

�����������

o +DOOD�ORV�FHURV�GH�I�[�� �[�����[�����[

---oo0oo---
x3 -3x2 -10x = x ( x2 -3x -10 ) = 0

 

 
 

x = 0
x2 − 3x− 10 = 0

y resolviendo la ecuación de 2º grado :

x = 3� 9+40
2 = 3�7

2 =
 

 
 

x = 5
x = −2

las tres soluciones son :

x = - 2, x = 0, x = 5

�����������

n� &RPSUXHED� TXH� ODV� VLJXLHQWHV� IXQFLRQHV

VRQ�FRQWLQXDV�HQ�HO�SXQWR�[�� ���

a) f(x) = x−6
x2+2

para que una función sea continua en un
punto x0 ha de cumplirse :

f(x0) = limxG x0
f(x)

Veamos :

f(0) = −6
2 = −3

lim
xG 0−

x−6
x2+2 = lim

xG 0+
x−6

x2+2 = −6
2 = −3 = f(0)

Por tanto es continua en x 0 = 0

b) g(x) =
 

 
 

1
x−1 si x > 0

2x− 1 si x > 0

g(0) = 1
−1 = −1

en donde hemos sustituido en el primer inter-
valo que es al que pertenece el cero.

lim
xG 0−

1
x−1 = 1

−1 = −1; lim
xG 0+

2x − 1 = −1

Como coinciden los límites laterales con
f(0) la función es continua en  x0 = 0 
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o�&RPSUXHED�TXH� ODV� VLJXLHQWHV� IXQFLRQHV

QR�VRQ�FRQWLQXDV�HQ�HO�SXQWR�[�� ������

a) f(x) = x−4
x+5

Como f(-5)= -9/0 = -∞, no existe, no es
continua en x 0 = - 5 .

b) g(x) =
 

 
 

x2 − 2 si x< − 5
x+ 8 si x P −5
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g(- 5) = -5 + 8 = 3.

lim
xG -5−(x

2 − 2) = (−5)2 − 2 = 25 − 2 = 23

lim
xG -5+(x+ 8) = −5 + 8 = 3

Como lim
xG -5− g(x) � lim

xG -5+ g(x) No continua

�����������

p (VWXGLD� OD� FRQWLQXLGDG� ODWHUDO� GH� OD

IXQFLyQ�

f(x) =
 

 
 

x
|x| si x � 0

−1 si x = 0

HQ�HO�SXQWR�[�� ���
---oo0oo---

Estudiar la continuidad lateral en un punto
consiste en comprobar que los límites latera-
les en ese punto coinciden con el valor de la
función en ese punto :

f (0) = -1

Ã Continuidad por la izquierda 

lim
xG 0− f(x) = lim

xG 0−
x
|x| = lim

xG 0−
x

- x = lim
xG 0− − 1 = −1

Como coincide con el valor de la función
en cero, sí es continua a la izquierda de
cero.
Ã Continuidad por la derecha

lim
xG 0+

f(x) = lim
xG 0+

x
|x| = lim

xG 0+
x
x = lim

xG 0+
1 = 1

Como no coincide con el valor de la
función en cero, no es continua a la
derecha de cero.

�����������

q (VWXGLD�OD�FRQWLQXLGDG�GH�OD�IXQFLyQ�

f(x) =
 

 
 
 

 

−x si x < -1
x − 1 si -1 > x < 3

−x2 + 2x + 5 si x P 3
HQ�ORV�SXQWRV�[�� �����\�[�� ���

---oo0oo---

_ Continuidad en x0 = -1

f (-1) = -1 -1 = -2

lim
xG -1−

f(x) = lim
xG -1− − x = −(−1) = 1

Como no tiene continuidad por la
izquierda , es discontinua en -1 .

_ Continuidad en x0 = 3

f (3) = -32 + 2 · 3 + 5 = -9 + 6 + 5 = 2.

lim
xG 3−

f(x) = lim
xG 3−(x − 1) = 3 − 1 = 2

lim
xG 3+

f(x) = lim
xG 3+(−x2 + 2x + 5) = 2

Al coincidir los límites laterales y el valor
de la función, la función es continua en 3 .

�����������

r� (VWXGLD� OD� FRQWLQXLGDG� GH� ODV� IXQFLRQHV

VLJXLHQWHV�HQ�HO�LQWHUYDOR�TXH�VH�LQGLFD��

a) f(x) =
 

 
 
 

 

2 si x<0
x − 2 si 0 > x < 3

x2 − 11 si x P 3
en [0, 3].

Hay que estudiar la continuidad en el inter-
valo abierto (0, 3) y las continuidades latera-
les en los extremos, a la derecha de 0 y a la
izquierda de 3:

B Estudio de la continuidad en ( 0, 3)

∀a ∈ (0, 3), se cumple :

lim
xG a

f(x) = lim
xG a(x − 2) = a − 2 = f(a)

por tanto la función es continua en (0, 3).

B Estudio de la continuidad lateral en 0

f ( 0 ) = 0 - 2 = - 2 , pues el cero pertenece al
segundo trozo.
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lim
xG 0+

f(x) = lim
xG 0+

(x − 2) = −2

por tanto es continua a la derecha de cero.

B Estudio de la continuidad lateral en 3

 f (3) = 32 -11 = -2, pues el 3 pertenece al
tercer intervalo.

lim
xG 3−

f(x) = lim
xG 3−

(x − 2) = 3 − 2 = 1 � f(3)

Discontinua por la izquierda de 3.

Resumiendo la función es continua en el
intervalo [0, 3) y discontinua en 3.

b) g(x) = x − 1 en [1, +�)

Para estudiar la continuidad en el intervalo
[ 1, +∞) hemos de estudiar la continuidad en
( 1, +∞) y a la derecha de 1:

B Estudio de la continuidad en ( 1, +∞) 

∀a ∈ ( 1,+∞) , se cumple :

   limxG a g(x) = limxG a x − 1 = a − 1 = g(a)
   
luego es continua en el intervalo ( 1, +∞)

B Estudio de la continuidad lateral en 1

lim
xG 1+ g(x) = lim

xG 1+ x − 1 = 0 = g(1)

luego es continua a la derecha de 1 y por
tanto es continua en el intervalo [ 1, + ∞∞)

c) h(x) = x �|x| en [-2, 2]

Primero expresamos la función en valor
absoluto en función a trozos:

como x pasa de ser negativa a positiva en
el 0 la función queda :

h(x) =
 

 
 

x � (−x) si -2 > x > 0
x � x si 0<x > 2

es decir :

h(x) =
 

 
 

−x2 si -2 > x > 0
x2 si 0<x > 2

para estudiar la continuidad en el intervalo
pedido hemos de estudiar la continuidad en
el intervalo ( -2, 2 ) y a la derecha de -2  e
izquierda de 2.

B Estudio de la continuidad en (-2,2)

Como en el intervalo no viene definida por
una expresión única hay que estudiar la conti-
nuidad en cada trozo :

z ∀a ∈ ( -2, 0], se cumple que :

lim
xG a

h(x) = lim
xG a − x2 = −a2 = h(a)

z ∀a ∈ ( 0, 2), se cumple que :

lim
xG a

h(x) = lim
xG a

x2 = a2 = h(a)

luego es continua en el intervalo ( -2, 2 ).

B Estudio de la continuidad a la derecha
de -2 :

lim
xG −2+

h(x) = lim
xG -2+ − x2 = −4 = h(−2)

B Estudio de la continuidad a la izquierda
de 2 :

lim
xG 2−

h(x) = lim
xG 2−

x2 = 4 = h(2)

La función es continua en [ -2, 2].
       

�����������

s +DOOD� ORV� SXQWRV� GH� GLVFRQWLQXLGDG� GH

ODV� VLJXLHQWHV� IXQFLRQHV� \� GHWHUPLQD� GH� TXp

WLSR�VRQ��

a) f(x) = x−2
x2−5x+6

Como es una función racional es continua
en su dominio, siendo discontinua en los
valores que anulan el denominador :
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x2 -5x + 6 = 0 ⇒ x = 2 , x = 3

Estudiemos el tipo de discontinuidad :

� En x = 2

lim
xG 2

x−2
x2−5x+6 = 0

0 ind.

Esta indeterminación la resolvemos facto-
rizando, simplificando y volviendo a sustituir :

lim
xG 2

x−2
x2−5x+6 = lim

xG 2

x−2
(x−2)�(x−3) = lim

xG 2

1
x−3 = −1

Como el límite es finito la discontinuidad
es evitable.

� En x = 3

lim
xG 3

x−2
x2−5x+6 = 1

0 ind.

veamos los límites laterales :

lim
xG 3−

x−2
x2−5x+6 = lim

xG 3−
x−2

(x−2)(x−3) = lim
xG 3−

1
x−3 =

= − ∞ , ya que el denominador es negativo
para valores menores que 3.

lim
xG 3+

x−2
x2−5x+6 = lim

xG 3+
x−2

(x−2)(x−3) = lim
xG 3+

1
x−3 =

= ∞ , ya que el denominador es positivo para
valores mayores que 3.

La función f en 3 tiene una discontinui-
dad de salto infinito.

b) g(x) =
 

 
 

x + 4 si x > −2
x+3
x−5 si x> -2

Como es una función a trozos hemos de
estudiar su continuidad en cada intervalo y en
los puntos frontera.

� Intervalo de x ≤ -2

Es una función polinómica de primer
grado y, por tanto continua en su intervalo ,
pues : 
∀a ∈  (−∞, -2 ), se cumple que :

  lim
xG a

g(x) = lim
xG a(x + 4) = a + 4 = f(a)

� Intervalo de x ≤ -2

Es una función racional, que será continua
en su dominio o conjunto de puntos que no
anulan el denominador.

x - 5 = 0 ⇒ x = 5 . Veamos el tipo de discon-
tinuidad que presenta en este punto
estudiando su límite :

lim
xG 5−

g(x) = lim
xG 5−

x+3
x−5 = −�

lim
xG 5+

g(x) = lim
xG 5+

x+3
x−5 = +�

pues al acercarnos a 5 por su izquierda los
valores del denominador son negativos y
viceversa por la derecha.

La función en x = 5 presenta, pues, una
discontinuidad de salto infinito .

� Punto frontera x = -2 .

lim
xG -2−

g(x) = lim
xG−2−(x + 4) = −2 + 4 = 2

lim
xG -2+

g(x) = lim
xG−2+

x+3
x−5 = − 1

7

Como los límites laterales son distintos
y finitos es discontinua en x = -2 de salto
finito, el salto es 2 + 1/7 = 15/7 .

�����������

t &RPSUXHED�TXH�OD�IXQFLyQ�

f(x) = x+1
x2−x−2

SUHVHQWD� XQD� GLVFRQWLQXLGDG� HYLWDEOH� HQ� HO

SXQWR�[�� �����\�GHILQH�XQD�QXHYD�IXQFLyQ�TXH

FRLQFLGD� FRQ�I� HQ�VX� GRPLQLR�\� VHD�FRQWLQXD

HQ�[�� ����

---oo0oo---
Como es una función racional no será

continua en los puntos que no pertenezcan a
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su dominio, que son los que anulan el
denominador :

x2 - x -2 = 0 ⇒ x = -1 y x = 2

por tanto hemos comprobado que la función
es discontinua en x = .1, veamos el tipo de
discontinuidad hallando el límite:

lim
xG -1

x+1
x2−x−2 = lim

xG -1

x+1
(x+1)(x−2) = lim

xG -1

1
x−2 = −1

3

Como existe límite en x = -1, pero no f
(-1) la discontinuidad es evitable, ¿ cómo se
puede evitar la discontinuidad ?, definiendo
otra función que tenga en ese punto el valor
del límite :

g(x) =
 

 
 

x+1
x2−x−2 si x � −1
− 1

3 si x = -1

�����������

u (VWXGLD� OD� FRQWLQXLGDG� GH� ODV
IXQFLRQHV��

a) f(x) = (x-5)3

Como es una función polinómica es conti-
nua  en su dominio, los números reales.

b)g(x) = x � ex

Es el producto de dos funciones conti-
nuas en ℜ, una polinómica de primer grado y
otra exponencial, luego es continua para
todo número real .

c) h(x) = x2−1
x+6

Es racional, luego continua en su dominio
que es R - { -6 }.

d) i(x) = log(x + 3)

Es una función logarítmica , luego conti-
nua  en su dominio que son los números
reales tal que x + 3 > 0 , es decir x > -3.

e) j(x) = x3 − x + 1

Tiene una expresión irracional, luego será
continua  para todos los valores que hagan el
radicando positivo o nulo :

x + 1 ≥ 0  x ≥≥ -1  

f) k(x) = sen x2t cos x

Función trigonométrica en senos y
cosenos, de funciones polinómicas, que es
continua en R . 
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v&RPSUXHED�� XWLOL]DQGR� HO
WHRUHPD� GH� %RO]DQR�� TXH� OD� IXQFLyQ
I�[��  � �� [��� �� [� �� �� FRUWD� DO� HMH� GH
DEVFLVDV�HQ�XQ�SXQWR�GHO�LQWHUYDOR����
���

���RR�RR���

Comprobemos las hipótesis :

Ø La función, por ser polinómica, es
continua en R y por tanto continua en [2, 3].

Ø f (2) = 2·22 - 3·2 - 5 = -3

f(3) = 2 · 32 -3·3 - 5 = 4

 Es continua en el intervalo [2,3], y en
los extremos alcanza valores de signo
opuesto ⇒⇒ existe al menos un punto c ∈∈ (
2, 3 ) tal que f (c) = 0, es decir corta al eje
horizontal en al menos un punto c.

�����������

w� &RPSUXHED�� XWLOL]DQGR� HO
WHRUHPD� GH�%RO]DQR� TXH� OD� HFXDFLyQ
[�����[�����[���� ���WLHQH�XQD�VROXFLyQ
HQ�HO�LQWHUYDOR��������
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La función f(x) = x3 + 4x2 -2x -8, tiene los
mismos ceros que soluciones la ecuación, en
ella estudiemos las hipótesis del teorema de
Bolzano :
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4 Por ser polinómica es continua en R y
,por tanto, en el intervalo [1, 2].

4 f(1) = 13 + 4·12 - 2·1 - 8 = - 5 < 0

f (2 ) = 23 + 4 ·22 - 2·2 - 8 = 12 > 0

Es continua en [1, 2] y cambia de signo
en los extremos del intervalo   ⇒⇒∃∃ c ∈ ∈ (1, 2 )
f (c) = 0  . Q..E. D.
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Comprobemos las hipótesis del teorema
de Bolzano :

8 La función exponencial es continua en
R y , por tato, continua en [1, 2 ]

8 f (1) = e1 - 3 < 0

f (2) = e2 -3 > 0  

Por tanto ∃ c  ∈ (1, 2 ) tal que f (c ) = 0

Si el valor de c = 1’5 ( centro del intervalo,
el error cometido será 2 - 1’5 = 1’5 -1 = 0’5,
como se nos pide un error menor de 0’1
hemos de reducir la amplitud del intervalo
hasta conseguir que la mitad de su amplitud
sea menor que 0’1 :

� Sea el intervalo [1, 1’5 ], se cumple la
primera hipótesis ( de continuidad ) y
por ser f ( 1’5 ) = e1’5 - 3 = 1’4816.. > 0
también la segunda. El máximo error
que podemos cometer ahora es 0’5/2 =
0’25, superior al pedido.

� Sea el intervalo [1, 1’2 ], se cumple la
primera hipótesis ( de continuidad ) y
por ser f ( 1’2 ) = e1’2 - 3 = 0’3201.. > 0
también la segunda. El máximo error

que podemos cometer ahora es 0’2/2 =
0’1, superior al pedido.

� Sea el intervalo [1, 1’1 ], se cumple la
primera hipótesis ( de continuidad ) y
por ser f ( 1’1 ) = e1’1 - 3 = 0’00416.. > 0
también la segunda. El máximo error
que podemos cometer ahora es 0’1/2 =
0’05, inferior al pedido. 

Luego el cero buscado estará en el
intervalo (1, 1’1)
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no� /D� IXQFLyQ� I� �[��  � [�WJ[� WRPD
YDORUHV�GH�GLVWLQWR�VLJQR�HQ� ORV�H[WUH�
PRV� GHO� LQWHUYDOR� >� π��� �� �π��� @�
&RPSUXHED� TXH� I�QR� VH� DQXOD�HQ� HVH
LQWHUYDOR�

�� 5D]RQD� HO� KHFKR� GH� TXH� QR� VH
FRQWUDGLFH�HO�WHRUHPD�GH�%RO]DQR��
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x
tgx = 0H x = 0 � [ �4 , 3�

4 ]

Se anula en un punto fuera del intervalo.

No contradice el teorema de Bolzano
pues no cumple la hipótesis de continuidad,
ya que la función tgx no es continua en el
intervalo citado, ya que π/2 ( punto que sí
pertenece al intervalo ) no pertenece al
dominio.
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np�6L�I�HV�XQD�IXQFLyQ�FRQWLQXD�HQ
XQ�LQWHUYDOR�>D��E@�\��DGHPiV��HO�VLJQR
GH� I�D�� � \� HO� GH� I�E�� � FRLQFLGHQ�
¢SXHGH�VHU�TXH�I� WHQJD�DOJ~Q�FHUR�HQ
GLFKR�LQWHUYDOR"

���RR�RR���
Sí, por ejemplo f(x) = x4 , es continua en el

intervalo [ -2, 2 ], f(-2) = f(2) = 16 > 0 y se
anula para x = 0 que pertenece a ese
intervalo.
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5HVROXFLyQ�GH�HMHUFLFLRV�\
SUREOHPDV�

n�+DOOD�HO�YDORU�TXH�GHEHQ�WHQHU�D
\�E� SDUD�TXH� OD�VLJXLHQWH� IXQFLyQ�VHD
FRQWLQXD�HQ�5

f(x) =
 

 
 
 

 

2x + 1 si x > 1
ax + b si 1< x<3
x2 − 3 si x P 3
���RR�RR���

Las funciones a trozos son continuas si lo
son en cada intervalo o trozo y en sus puntos
frontera o de separación de intervalos.

En este independientemente de los
valores que puedan tomar a o b las tres
funciones de cada intervalo son polinómicas,
luego son continuas en sus respectivos
intervalos.

Estudiemos la continuidad en los puntos
frontera :

b Continuidad en x = 1 

f (1) = 2·1 + 1 = 3 

lim
xG1−

f(x) = lim
xG1−(2x + 1) = 3 = f(1)

lim
xG1+

f(x) = lim
xG1+(ax − b) = a − b

Por tanto, para que sea continua en x = 1
ha de cumplirse :

a - b = 3        (1)

b Continuidad en x = 3

f (3) = 32 - 3 = 6 

lim
xG3−

f(x) = lim
xG3−(ax − b) = 3a − b

lim
xG3+

f(x) = lim
xG3+(x

2 − 3) = 6 = f(3)

Para que sea continua en x = 3 :

3a - b = 6  (2) 

las ecuaciones (1) y (2) son un sistema de
dos ecuaciones con dos incógnitas compati-
ble y determinado, que resuelto, nos propor-
ciona los valores buscados :

 

 
 

a − b = 3
3a − b = 6

G

F2 − F1

 

 
 

a − b = 3
2a = 3

luego a = 3/2 y b = -3/2 .
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o+DOOD HO�YDORU�TXH�GHEHQ�WHQHU�P
\� Q�SDUD�TXH� OD�VLJXLHQWH� IXQFLyQ�VHD
FRQWLQXD�HQ�5�

(x) =
 

 
 
 

 

4mx − 2 si x < 2
6 si x =2

3x+n
x+1 si x > 2

���RR�RR���

Las funciones dadas en los tres intervalos
son continuas, en sus intervalos pues aunque
la tercera, racional, no es continua en x = -1,
este valor no pertenece a su intervalo de
definición. 

b Continuidad en x = 2

f(2) = 6

lim
xG2−

f(x) = lim
xG2−(4mx − 2) = 8m − 2

lim
xG2+

f(x) = lim
xG2+

3x+n
x+1 == 6+n

3

Igualando al valor de f (2) = 6 queda el
sistema :

 

 
 

8m − 2 = 6
6+n

3 = 6
H

 

 
 

m = 6+2
8 = 1

n = 6 � 3 − 6 = 12

�����������
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p +DOOD�HO�YDORU�TXH�GHEH�GH�WHQHU
N�SDUD�TXH�OD�IXQFLyQ��

f(x) = x2−5x−2k
x+3

WHQJD� XQD� GLVFRQWLQXLGDG� HYLWDEOH� HQ
[�� ���

���RR�RR���

Independientemente del valor de k, la
función es discontinua en x = -3, pues anula
su denominador. Para que sea evitable su
límite ( cuando x tiende a -3 ) debe ser finito
y para que eso ocurra el numerador tiene que
tener un factor común con el denominador (
x+3), lo que presupone que sustituyendo x
por -3 en el numerador este ha de ser cero :

(- 3)2 - 5·(- 3) - 2k = 0 ⇒ 9 + 15 - 2k = 0 ⇒ k
= 24/2 = 12 

�����������

q +DOOD HO� YDORU�TXH� GHEH� WHQHU�P
SDUD�TXH�OD�IXQFLyQ��

(x) = mx2−3x+7
x−2

WHQJD� XQD� GLVFRQWLQXLGDG� QR� HYLWDEOH
GH�VDOWR�LQILQLWR�HQ�[�� ���

���RR�RR���

Como la función es racional y se anula el
denominador para x = 2, la función es discon-
tinua en x = 2 independientemente del valor
de m. Para que sea no evitable de salto
infinito, los límites laterales ( cuando x tiende
a 2 ) han de existir y, al menos uno, tender a
infinito.

lim
xG 2−

mx2−3x+7
x−2 = m22−3�2+7

2−2 = 4m+1
0

lim
xG 2+

mx2−3x+7
x−2 = m22−3�2+7

2−2 = 4m+1
0

Luego 4m + 1≠ 0 ⇒ m ≠≠ -1/ 4 

�����������

r$SOLFD� HO� WHRUHPD� GH� %RO]DQR
SDUD�SUREDU�TXH�ODV�JUiILFDV�GH�I�[�� 
VHQ�[� \� J�[��  � �[� �� �� VH� FRUWDQ� HQ
DOJ~Q�SXQWR�GHO�LQWHUYDOR�� π / 4 ,π /2 ).

���RR�RR���

Para que se corten ha de cumplirse que
f(x) = g(x ) es decir que la función  :

h (x) = sen 2x - 2x + 1 

tenga algún cero en el citado intervalo. 

Comprobemos las hipótesis :

� La función h(x) es continua pues es
diferencia de otras dos continuas, luego lo es
en el intervalo pedido.

� Veamos las imágenes en los puntos
frontera : 

h( �4 ) = sen(2 �
�

4 ) − 2 �

4 + 1 = 1 − �

2 > 0

h( �2 ) = sen(2 �
�

2 ) − 2 �

2 + 1 = 1 −� < 0

Al cumplirse las dos hipótesis ∃ c (π /4,  π
/2 ) para el cual h(c) = 0 ⇒ f(c) = g(c) y por
tanto se cortan sus gráficas en ese punto c.

�����������

s� $SOLFD� HO� WHRUHPD� GH� %RO]DQR
SDUD� SUREDU� TXH� ODV� JUiILFDV� I�[��  
�[��� \� J�[��  � ���[� VH� FRUWDQ� HQ� DOJ~Q
SXQWR� \� GHWHUPtQDOR� HQ� XQ� LQWHUYDOR
GH� DPSOLWXG� PHQRU� R� LJXDO� TXH� OD
XQLGDG.

���RR�RR���

Como en el ejercicio anterior construimos
la función :

h(x) = 2x+1 -31-x 

y estudiamos las hipótesis del teorema de
Bolzano :
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� La función h(x) es continua pues es
suma de otras dos continuas, luego lo es en
cualquier intervalo.

� Ahora hemos de encontrar un intervalo
en cuyos extremos cambie de signo y tenga
de amplitud uno o menos. Ese intervalo
puede ser ( 0, 1 ) pues:

h(0) = 20+1- 31-0 = 2 -3 = -1 < 0

h(1) = 21+1 - 31-1 = 22 - 30 = 3 > 0

y además su amplitud es 1 - 0 = 1.

�����������

t (QFXHQWUD� XQD� DSUR[LPDFLyQ� GH
OQ���FRQ�XQ�HUURU�PHQRU�TXH��·��� 

���RR�RR���

Queremos encontrar un número c tal que  
|c - ln2 | < 0’05, si x = ln2 ⇔ ex = 2⇔ ex - 2 =
0, luego basta encontrar un cero de la función
 f(x) = ex - 2 con un error menor que 0’05.

Busquemos un intervalo en el se cumpla el
teorema de Bolzano de amplitud 0’1 ( para
que el error sea menor que 0’05, mitad de su
amplitud ) :

D Intervalo ( 0,1)

f(0) = e0 -2 = -1 < 0

f(1) = e1 -2 > 0

reduzcamos a la mitad :

D Intervalo ( 0, 0’5)

f(0) = e0 -2 = -1 < 0

f(0’5) = e0’5 -2 = < 0

no nos vale probemos en el otro sentido.

D Intervalo ( 0’5, 1)

f(0’5) = e0’5 -2 = < 0

f(1) = e1 -2 > 0
reducimos más.

D Intervalo ( 0’5, 0’6)

f(0’5) = e0’5 -2 = < 0

f(0’6) = e0’6 -2 = - 0’1778...< 0

D Intervalo ( 0’6, 0’7)

f(0’6) = e0’6 -2 = - 0’1778... < 0

f(0’7) = e0’5 -2 = 0’0137...> 0

Luego el intervalo buscado es ( 0’6, 0’7)
y considerando su punto medio c = (0’6 + 0’7
) / 2 = 0’65 es una aproximación de ln2 con
error menor que 0’05. 

�����������

u� 'HPXHVWUD� TXH� WRGR� Q~PHUR
UHDO�SRVLWLYR�WLHQH�XQD�UDt]�FXDGUDGD�

���RR�RR���
Queremos demostrar que∀ x > 0 existe :

 un c = x Z x = c2

Luego buscamos solución de la ecuación
equivalente x2 - a = 0, que haremos probando
el teorema de Bolzano para f ( x ) = x2 - a.

` La función es polinómica y por tanto
continua.

` Busquemos un intervalo en que cambie
de signo :

f(0) = - a < 0
y como la función es creciente, sea cual sea
a siempre existirá otro número b tal que f(b)
= b2 - a > 0

Por tanto existirá un c ∈ (0, b) /f(c) = 0⇔
c2 -a = 0 ⇔ c2 = a  y por tanto

c = a

�����������

$FWLYLGDGHV
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&XHVWLRQHV

n� 'DGD� XQD� IXQFLyQ� I�� GHPXHVWUD
TXH� VL� I� WLHQH� XQD� GLVFRQWLQXLGDG� QR
HYLWDEOH�GH�VDOWR�LQILQLWR�HQ�[��OD�UHFWD
[�  � [�� HV� DVtQWRWD� YHUWLFDO� GH� I�� ¢(V
FLHUWR�HO�UHFtSURFR"

���RR�RR���

Si f tiene una discontinuidad no evitable
de salto infinito los límites laterales existen y
al menos uno ha de tender a infinito :

lim
xG x0

− f(x) = �� ó lim
xG x0

+
f(x) = ��

y esta es precisamente la definición de
asíntota vertical, q.e.d.

Si tiene una asíntota vertical pero uno de
los límites laterales no existe, la discontinui-
dad no sería no evitable sino esencial, luego
el recíproco no es cierto.

�����������

o� 'D� XQ� HMHPSOR� GH� XQD� IXQFLyQ
TXH� SUHVHQWH� GLVFRQWLQXLGDGHV� GH
VDOWR�ILQLWR�HQ�ORV�Q~PHURV�HQWHURV�

���RR�RR���
El ejemplo más clásico es la función parte

entera:

E(x) =

 

 

 

 

 

 

 

 

 

...
−2 si -2 > x < −1
−1 si -1 > x < 0
0 si 0 > x < 1
1 si 1 > x < 2
2 si 2 > x < 3

...

pues si a ∈  = :

lim
xG a− E(x) = lim

xG a−(a − 1) = a − 1

lim
xG a+

E(x) = lim
xG a+

a = a

en donde comprobamos que los límites son
finitos, distintos y enteros , luego tiene una
discontinuidad de salto finito (1) en =.

�����������

p� 6HDQ� I� \� J� GRV� IXQFLRQHV� WDOHV
TXH� I� �[��  �J�� [��HQ� WRGRV� ORV� SXQWRV
GHO� GRPLQLR� VDOYR� HQ� [��� ¢3XHGH
RFXUULU� TXH� I� WHQJD� XQD� GLVFRQWLQXL�
GDG� QR� HYLWDEOH� HQ� [�� \� TXH� J� VHD
FRQWLQXD�HQ�HVH�SXQWR"

���RR�RR���

No, pues si g(x) es continua en x0 su límite
será finito, y si f(x) = g(x) para todo punto del
dominio menos x0 ha de cumplirse :

lim
xG x0

g(x) = lim
xG x0

f(x)

ya que el límite no depende del valor en el
punto x0 sino de los de su izquierda y
derecha y estos son iguales. Pero si el límite
de g(x) es finito, por ser continua, también lo
será el de f(x) y por tanta, si tiene discontinui-
dad esta no puede ser no evitable ( límite
infinito), sino evitable.

�����������

 
q'D� XQ� HMHPSOR� GH� XQD� IXQFLyQ� I

GLVFRQWLQXD� HQ� WRGRV� ORV� SXQWRV� GHO
LQWHUYDOR� >��� �� @� \� WDO� TXH� _I_� VHD
FRQWLQXD� HQ� WRGRV� ORV� SXQWRV� GHO
LQWHUYDOR�

���RR�RR���
Ejemplo:

f(x) =
 

 
 

x si x es racional
−x si x no lo es

No existe límite pues no coinciden los
límites a izquierda y derecha en cada punto.
pero sin embargo |f| = x sí lo es��
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r� 6HD� I� FRQWLQXD� HQ� >��� �@�� I����  
����I���� ����\�I���� ����5D]RQD�VL�VRQ
FLHUWDV�ODV�VLJXLHQWHV�DILUPDFLRQHV�

D��I�[���!���∀[�∈���������
E��I�FRUWD�DO�HMH�2;� �HQ�HO� LQWHUYDOR
>����@��

F�� I�QR�FRUWD�DO�HMH�2;��HQ�HO� LQWHU�
YDOR�>����@��

G��I�SXHGH�WHQHU�PiV�GH�GRV�FHURV
HQ�>����@��

H��([LVWH�∈�F�� >����@�WDO�TXH� I�F��� 
�����

I��I�HVWi�DFRWDGD�HQ�HO�LQWHUYDOR�>��
�@�

���RR�RR���

a) Si f es continua en [1, 5], lo será en [ 2,
5 ] y además f(2) = -1 < 0 y f(5) = 3 > 3
según el teorema de Bolzano habrá algún c
(2, 5 ) tal que f(c) = 0 contradiciendo la
suposición de que f(x) >0 ∀ x ∈(2, 5 ).

 Además al ser continua y f(2) < 0, según
el teorema de conservación del signo, existe
un entorno de 2 en que es negativa en contra
de la suposición.

b) Cierto pues se cumplen las hipótesis
del teorema de Bolzano.

c) Falso, ya vimos en la primera cuestión
que el recíproco del teorema de Bolzano no
es cierto.

d) Cierto, entre dos valores negativos
puede haber varios positivos y al cambiar de
signo y ser continua haber varios puntos en
que se cumpla el teorema de Bolzano. 

e) Cierto, por el teorema de los valores
intermedios: es continua en [1, 5], f(1) = -2 y
f(5) = 3, luego la función tomará todos los
valores intermedios entre -1 y 3 para algún
valor de x comprendido entre [1,5], y por
tanto tomará el valor 2’5 ( intermedio entre -1
y 3 ) para algún c que pertenezca a [1, 5].

f) Cierto, según nos dice el teorema de
Weierstrass al ser continua en [1, 2] alcanza
su máximo y su mínimo absoluto en ese
intervalo y por tanto está acotada.

 �����������
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