
Ejercicios y problemas

t En la figura se representa la función f.

Calcula :

a) I������ ����

b) lim
xG -1− f(x) = −1

c) lim
xG -1+ f(x) = −2

d) f(2); D f(2)

e) lim
xG 2− f(x) = 0

f) lim
xG 2+ f(x) = 0

g) f(3) = 2

h) lim
xG 3− f(x) = 2

i) lim
xG 3+ f(x) = −1

(Q�[� ����QR�H[LVWH�OtPLWH�SXHV�QR�FRLQFLGHQ
ORV�OtPLWHV�ODWHUDOHV�

(Q� [�  � �� Vt� H[LVWH� OtPLWH� SXHV� ORV� OtPLWHV
ODWHUDOHV�WLHQH�HO�PLVPR�YDORU�

(Q�[� ���QR�H[LVWH�OtPLWH�SXHV�QR�FRLQFLGHQ
ORV�OtPLWHV�ODWHUDOHV�

ÔÔÔÃÃ�ÃÃÔÔÔ

u En la figura se representa la función f

Calcula:

a) limxG - � f(x) = +�

b) lim
xG - 2−

f(x) = +�

c) lim
xG - 2+

f(x) = −�

d) lim
xG - 2

f(x) = ��

e) lim
xG 1−

f(x) = −�

f) lim
xG 1+

f(x) = −�

g) lim
xG 1

f(x) = −�

h) lim
xG +�

f(x) = 2

ÔÔÔÃÃ�ÃÃÔÔÔ

v Calcula los siguientes límites de funciones
polinómicas :

a) lim
xG 0

(−x2 + 6x− 8) = 0 + 0 − 8 = −8

b) lim
xG -2

(x3 − 6x) = (−2)3 − 6(−2) = 4

c) lim
xG -1

(x7 + 6x2 − 8x) = (−1)7 + 6(−1)2 − 8(−1) =

= −1 + 6 + 8 = 13
d) lim

xG3
(2x3 − 6x2) = 2 �33 − 6 � 32 = 0
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e) limxG -�
(4x3 − 3x2 + 2x) = 4(−�)3 = −�

f) lim
xG +�

(x2 − 2x+ 5) = �2 = +�

g) limxG -�(4x4 + 3x3 + 2x2) = 4(−�)4 = +�

h) lim
xG +�

(−x3 − x+ 1) = −(+�)3 = −�

ÔÔÔÃÃ�ÃÃÔÔÔ

w Determina el valor de los siguientes límites
de funciones racionales :

a) lim
xG 1

x5+10x2+x
x2+5x−18 = 15+10�12+1

12+5�1−18 = 12
−12 = −1

b) lim
xG 3

x3−10x+4
2x2−7x−14 = 33 −10�3+4

2�32−7�3−14 = 1
−17

c) lim
xG 0

x+12
x+6 = 12

6 = 2

d) lim
xG 0

x2−16
x2−4 = −16

−4 = 4

e) lim
xG 1

x3+2x2−x−2
x2+3x−4 = 13+2�12−1−2

12+3�1−4 = 0
0 ind.

(VWH� WLSR� GH� LQGHWHUPLQDFLyQ� VH� UHVXHOYH
IDFWRUL]DQGR� \� VLPSOLILFDQGR� IDFWRUHV� FRPXQHV
HQ�HO�QXPHUDGRU�\�GHQRPLQDGRU.

3DUD�IDFWRUL]DU�HO�QXPHUDGRU�XVDPRV�5XIILQL�

1 2 -1 -2
1 1 3 2

1 3 2 0
-1 -1 -2

1 2 0
-2 -2

1 0

/XHJR�[�����[����[���� ���[����Ã�[�����Ã�[����� 

3DUD� IDFWRUL]DU� HO� GHQRPLQDGRU� UHVROYHPRV
OD�HFXDFLyQ�GH����JUDGR�[������[����� ����

x = −3� 9+16
2 = −3� 25

2 = −3�5
2 =

 

 
 

x = 1
x = −4

/XHJR�[������[���� ��[����Ã���[����� 

<�HO�OtPLWH�TXHGD��

lim
xG 1

(x−1)�(x+1)�(x+2)
(x−1)�(x+4) = lim

xG 1

(x+1)�(x+2)
(x+4) = 2�3

5 = 6
5

f) lim
xG 0

2x3+2x2−12x
x3−4x2+6x = 0

0 ind.

&RPR� HQ� HO� FDVR� DQWHULRU� SDUD� UHVROYHU
HVWD� LQGHWHUPLQDFLyQ� KD\� TXH� IDFWRUL]DU�� SHUR
DKRUD� HV� PiV� IiFLO� SXHV� EDVWD� H[WUDHU� IDFWRU
FRP~Q�D�OD�[��

lim
xG 0

x(2x2+2x−12)
x(x2−4x+6) = lim

xG 0

2x2+2x−12
x2−4x+6 = −12

6 = −2

g) lim
xG 2

x2−x−2
3x−6 = 0

0 ind.

3DUD� IDFWRUL]DU�HO� QXPHUDGRU�UHVROYHPRV� OD
HFXDFLyQ��[���[���� ����

x = 1� 1+8
2 = 1�3

2 =
 

 
 

x = 4
2 = 2

x = −2
2 = −1

/XHJR�[���[���� ���[�������Ã���[�������
3DUD� IDFWRUL]DU� HO� GHQRPLQDGRU� H[WUDHPRV

IDFWRU�FRP~Q�DO������[����� ���Ã���[������

�(O�OtPLWH�TXHGD��

lim
xG 2

(x−2)�(x+1)
3�(x−2) = lim

xG 2

x+1
3 = 3

3 = 1

h) lim
xG 5

x−5
2x−10 = 0

0 ind.

(Q�HO�GHQRPLQDGRU�H[WUDHPRV�IDFWRU�FRP~Q
D������[������ ���Ã���[��������OXHJR��

lim
xG 5

x−5
2(x−5) = lim

xG 5

1
2 = 1

2

i) lim
xG 2

1−x
(2−x)2 = −1

0 ind.

3DUD� UHVROYHU� OD� HVWD� LQGHWHUPLQDFLyQ� R
KDFHPRV�OD�WDEOD�GH� ORV�YDORUHV�SUy[LPRV�D���D
GHUHFKD�H�L]TXLHUGD�R�HVWXGLDPRV�ORV�VLJQRV�GHO
QXPHUDGRU�\�GHQRPLQDGRU�SDUD�HVRV�YDORUHV��

Si xG 2− H
 

 
 

1 − x < 0
(2 − x)2 > 0

lim
xG2−

1−x
(2−x)2 = −�
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Si xG 2+ H
 

 
 

1 − x < 0
(2 − x)2 > 0

lim
xG2+

1−x
(2−x)2 = −�

3RU�WDQWR��

lim
xG2

1−x
(2−x)2 = −�

j) lim
xG−3

−7
x2+6x+9 = −7

0 ind.

Si xG −3−  

 
 

−7 < 0
(x+ 3)2 > 0

H lim
xG−3−

−7
x2+6x+9 = −�

Si xG −3+  

 
 

−7 < 0
(x+ 3)2 > 0

H lim
xG−3+

−7
x2+6x+9 = −�

3RU�WDQWR��
lim
xG−3

−7
x2+6x+9 = −�

k) lim
xG−1

x2+5
x+1 = 6

0 ind.

Si xG −1−  

 
 

x2 + 5 > 0
x+ 1 > 0

H lim
xG−1−

x2+5
x+1 =�

Si xG −1+  

 
 

x2 + 5 > 0
x+ 1 > 0

H lim
xG−1+

x2+5
x+1 =�

 \�SRU�WDQWR��

lim
xG−1

x2+5
x+1 = �

l)lim
xG5

−3x
x2−4x−5 = −15

0 Ind.

Si xG 5−  

 
 

−3x < 0
x2 − 4x− 5 < 0

H lim
xG5

−3x
x2−4x−5 = �

Si xG 5+  

 
 

−3x < 0
x2 − 4x− 5 < 0

H lim
xG5

−3x
x2−4x−5 = −�

ll) limxG +�
x2+4
x−2 = �

� ind.

3DUD�UHVROYHU�HVWD�LQGHWHUPLQDFLyQ�VH�GLYLGH
QXPHUDGRU� \� GHQRPLQDGRU� SRU� OD� PD\RU

SRWHQFLD� GH� OD� YDULDEOH�� [�� HQ� HVWH� FDVR�� VH
VLPSOLILFD�\�VH�YXHOYH�D�VXVWLWXLU��

limxG +�
x2/x2+4/x2

x/x2−2/x2 = limxG +�

1+ 4
x2

1
x − 2

x2
= 1+0

0+0 = 1
0 ind.

SDUD� VDEHU� VL� WLHQGH� D + ∞  o -∞ YDPRV� D
KDFHU� OD� WDEOD� \D� TXH� HQ� ORV� FDVRV� DQWHULRUHV
KHPRV�HVWXGLDGR�HO�VLJQR��SDUD�SUDFWLFDU�DPERV
PpWRGRV�

x f  (x)
1 -5

10 13
100 102,0816327

1000 1002,008016
10000 10002,0008

lim
xG +�

x2+4
x−2 = +�

m) lim
xG -�

x2−1
x2−2x+1 = �

� ind.

5HVROYHPRV��

limxG -�
x2/x2−1/x2

x2/x2−2x/x2+1/x2 = limxG -�

1− 1
x2

1− 2
x + 1

x2
= 1

1 = 1

n) lim
xG -�

1
2x2 = 1

2(−�)2 = 1
� = 0

ñ) lim
xG �

3x2−x−2
x2−12x+12 = �

� ind.

UHVROYHPRV��

lim
xG �

3x2/x2−x/x2−2/x2

x2/x2−12x/x2+12/x2 = lim
xG -�

3−1/x−2/x2

1−12/x+12/x2 = 3

ÔÔÔÃÃ�ÃÃÔÔÔ

nn Sea la función :

f(x) =
 

 
 
 

 

x − 4 si x < −2
−x2 + 3x + 4 si − 2 > x < 1

2x − 1 si x > 1
Calcula los límites siguientes mediante

técnicas de cálculo sistemático :
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a) lim
xG -3−

f(x) = lim
xG -3−

(x − 4) = −3 − 4 = −7

\D�TXH� D�OD� L]TXLHUGD�GH� ���OD�IXQFLyQ�I�[�� YLHQH
GHILQLGD�SRU�HO�SULPHU�LQWHUYDOR�R�WUR]R�[�����

lim
xG -3+

f(x) = lim
xG -3+

(x − 4) = −3 − 4 = −7

SXHV� DO� DFHUFDUQRV� D� ��� SRU� VX� GHUHFKD
WDPELpQ� HVWDPRV� HQ� HO� SULPHU� LQWHUYDOR� R
WUR]R.

3RU�WDQWR�DO�FRLQFLGLU�ORV�OtPLWHV�ODWHUDOHV��

lim
xG -3

f(x) = −7

b) lim
xG −2

f(x)

+DOODPRV�OR�OtPLWHV�ODWHUDOHV�

lim
xG −2−

f(x) = lim
xG −2−

(x− 4) = −2 − 4 = −6

lim
xG −2+

f(x) = lim
xG −2+

(−x2 + 3x + 4) = −6

3RU�WDQWR��

lim
xG −2

f(x) = −6

c) lim
xG 1

f(x)
KDOOHPRV�ORV�OtPLWHV�ODWHUDOHV��

lim
xG 1−

f(x) = lim
xG 1−

(−x2 + 3x + 4) = −1 + 3 + 4 = 6

lim
xG 1+

f(x) = lim
xG 1+

(2x− 1) = 2 − 1 = 1

&RPR�ORV� OtPLWHV� ODWHUDOHV� QR�FRLQFLGHQ�� QR
H[LVWH�OtPLWH�HQ�[� ���

d) lim
xG 2

f(x) = lim
xG 2−

f(x) lim
xG 2+

f(x) = 2 �2 − 1 = 3

ÔÔÔÃÃ�ÃÃÔÔÔ

no Calcula los siguientes límites:

a) lim
xG 2

(3 + 2x − 5x− 1 ) =

= 3 + 2 �2 − 5 �2 − 1 = 3 + 4 − 9 = 4

b) lim
xG 3

( 3x+1
2x−1 )x−6 = ( 3�3+1

2�3−1 )3−6 = 2−3 = 1
8

c) lim
xG -1

5x 3 x2 + 4 = 5 � (−1) � 3 5 = −5 3 5

d) lim
xG 1

ex+1 = e1+1 = e2

e) lim
xG +�

( 1
4 )3x2+5x−1 = ( 1

4 )� = 1
4� = 1

� = 0

f) lim
xG +�

9−x2

−7

2x3

= ( −�
−7 )� = �� =�

g) limxG -�
(5x3 + 1000)5 = −�5 = −�

h) lim
xG +�

2−6x+3 = 2−� = 1
2� = 1

� = 0

ÔÔÔÃÃ�ÃÃÔÔÔ

np Calcula los límites :

a) lim
xG +�

6x
3x2−4x �

−3x2+5
x+2 =

= lim
xG +�

−18x3 +30x
3x3+2x2−6x = �

� ind.

3DUD� UHVROYHU� HVWD� LQGHWHUPLQDFLyQ� GLYLGLPRV
DPERV�WpUPLQRV�SRU�[��

lim
xG +�

−18+30/x2

3+2/x−6/x2 = −18+ 30
�

3+ 2
� − 6

�

= −18
3 = −6

b) lim
xG -�

3x+1
x2−1 �

x2−5
−8 = lim

xG -�

3x3+x2−15x−5
−8x2+16

= �
� indeterminado

$KRUD� GLYLGLPRV� SRU� [�� QXPHUDGRU� \
GHQRPLQDGRU��

lim
xG -�

3+1/x−15/x2−5/x3

−8/x+16/x3 = 3+1/�−15/�−5/�
−8/�+16/� = 3

0 ind

,QGHWHUPLQDFLyQ� TXH� UHVROYHPRV� PHGLDQWH� OD
WDEOD��
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x f  (x)
-1 1

-10 3,514030612
-100 37,36378526

-1000 374,8738754

/XHJR� YHPRV� TXH� HO� OtPLWH� YD� FUHFLHQGR� \

WHQGHUi�D�� ∞

c) lim
xG 3

x
x−3 − 7x−3

x2−9 = 3
0 − 18

0 =�−�

,QGHWHUPLQDFLyQ� TXH� UHVROYHPRV� KDFLHQGR� OD
GLIHUHQFLD��

lim
xG 3

x2+3x−7x+3
x2−9 = lim

xG 3

x2−4x+3
x2−9 = 0

0 ind.

'HVFRPSRQHPRV�HQ�IDFWRUHV�\�VLPSOLILFDPRV��

lim
xG 3

(x−3)(x−1)
(x−3)(x+3) = lim

xG 3

x−1
x+3 = 2

6 = 1
3

d) lim
xG +�

3x2

x+1 − 6x2+4
2x

UHDOL]DPRV�OD�GLIHUHQFLD�

lim
xG +�

6x3−6x3−6x2−4x−4
2x2+2x = lim

xG +�

−6x2−4x−4
2x2+2x = −�

�

5HVROYHPRV� OD� LQGHWHUPLQDFLyQ� GLYLGLHQGR� SRU
[��ORV�GRV�WpUPLQRV��

lim
xG +�

−6−4/x−4/x2

2+2/x = −6−4/�−4/�
2+2/� = −6

2 = −3

ÔÔÔÃÃ�ÃÃÔÔÔ

nq Determina los siguientes límites :

a) lim
xG -�

5−x2

3−x2

3x2+1
2 = 1� ind.

SXHV�� KDOODQGR� HO� OtPLWH� GH� OD� EDVH� \� HO� GHO
H[SRQHQWH��

lim
xG -�

5−x2

3−x2 = - �
- � ind.

'LYLGLPRV� QXPHUDGRU� \� GHQRPLQDGRU� SRU� [�

SDUD�UHVROYHU�OD�LQGHWHUPLQDFLyQ��

lim
xG -�

5/x2−x2/x2

3/x2−x2/x2 = lim
xG -�

5/x2−1
3/x2−1 = 5/�−1

3/�−1 = −1
−1 = 1

lim
xG -�

3x2+1
2 = �

3DUD�UHVROYHU�OD�LQGHWHUPLQDFLyQ 1∞ aplicamos
OD�IyUPXOD��

e lim
xG -�

5−x2

3−x2 −1 �
3x2+1

2 = e lim
xG -�

2
3−x2 �

3x2+1
2 =

e limxG -�
3x2+1
3−x2 = e

limxG -�
3x2/x2+1/x2

3/x2−x2/x2 = e
limxG -�

3+ 1
x2

3
x2 −1

=

e
3

−1 = e−3 = 1
e3

b) lim
xG +�

( 4x−3
4x−2 )

x2
6 = 1� ind.

\D�TXH��

lim
xG +�

( 4x−3
4x−2 ) = 4

4 = 1 y

lim
xG +�

x2

6 = �

$SOLFDPRV�GH�QXHYR�OD�IyUPXOD��

e lim
xG +�

4x−3
4x−2 −1 �

x2
6 = e lim

xG +�
−1

4x−2 �
x2
6 = e lim

xG +�
−x2

24x−12

e lim
xG +�

−x2/x2

24x/x2−2/x2 = e
lim

xG +�
−1

24
x − 2

x2 = e
−1
0 = e-� =

1
e� = 1

� = 0

c) lim
xG3

(3x − 8)
x

x−3 = 1� ind.

\D�TXH��

lim
xG3

(3x − 8) = 1 y lim
xG3

x
x−3 = 3

0 =�

5HVROYDPRV�OD�LQGHWHUPLQDFLyQ��

elim
xG3

(3x−8−1) x
x−3 = elim

xG3
(3x−9) x

x−3 = elim
xG3

3x(x−3)
x−3 =
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= elim
xG3

3x = e9

d) lim
xG -2

x2+5x+6
x+2

3
(x−2)2

KDOOHPRV�HO�OtPLWH�GH�OD�EDVH�\�GHO�H[SRQHQWH��

lim
xG -2

x2+5x+6
x+2 = 4−10+6

−2+2 = 0
0 ind.

IDFWRUL]DPRV�HO�QXPHUDGRU� \�VLPSOLILFDPRV�SDUD
UHVROYHU�OD�LQGHWHUPLQDFLyQ�

lim
xG -2

(x+2)(x+3)
x+2 = lim

xG -2
(x + 3) = −2 + 3 = 1

lim
xG -2

3
(x+2)2 = 3

0 = �

/XHJR� WHQHPRV OD� LQGHWHUPLQDFLyQ 1∞
�� TXH

UHVROYHPRV��

e lim
xG -2

x2+5x+6
x+2 −1 �

3
(x+2)2 = e

lim
xG -2

x2+4x+4
x+2 �

3
(x+2)2 =

e
lim

xG -2
�

3
x+2 = e�� =

 

 
 

si xG −2− e−� = 0
si xG −2+ e� =�

OXHJR�� DO� QR� FRLQFLGLU� ORV� OtPLWHV� ODWHUDOHV��QR
WLHQH�OtPLWH

ÔÔÔÃÃ�ÃÃÔÔÔ

nr Halla las ecuaciones de las asíntotas
verticales y horizontales de la función
representada en la figura siguiente:

c Verticales

� (Q�[� ������SXHV :

 

 
 
 

 

lim
xG -2− f(x) = +�
lim

xG -2+
f(x) = +�

 

 
 
 

 

� (Q�[� ����SXHV :

 

 
 
 

 

lim
xG 1− f(x) = −�
lim
xG 1+

f(x) = +�

 

 
 
 

 

� (Q�[� ����SXHV :

 

 
 
 

 

lim
xG 4− f(x) = −�
lim
xG 4+

f(x) = −�

 

 
 
 

 

d Horizontales

y = lim
xG -�

f(x) = 1

y = lim
xG +�

f(x) = 0

ÔÔÔÃÃ�ÃÃÔÔÔ

ns Halla la ecuación y dibuja una función
racional tal que:

z Tenga la asíntota horizontal y = 3.

z El denominador sea de grado uno.

z x = 2 sea una asíntota vertical.

z Pase por el punto (1, 0).

---oo0oo---

(V� GH� WLSR� UDFLRQDO� I�[��  � 3�[��� 4�[�� \� HO
GHQRPLQDGRU�GH�JUDGR�XQR���OXHJR�4�[�� �D[��E�

z x = 2 sea una asíntota vertical.

/XHJR�HO�GHQRPLQDGRU�VH�KD�GH�DQXODU�SDUD�[� 
��� HV� GHFLU� 4����  � ��� �D�E�  � � ⇒ E � ��D� \
VXVWLWX\HQGR�4�[�� �D[UH����D� �D��[������

z Tenga la asíntota horizontal y = 3.

+D� GH� FXPSOLUVH� TXH� VX� OtPLWH� DO� WHQGHU� [� D
LQILQLWR�VHD����
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lim
xG ��

f(x) = 3

&RPR� I�[�� HV� UDFLRQDO� \� HO� JUDGR� GHO
GHQRPLQDGRU�HV�XQR�HO�GHO�GHQRPLQDGRU�WDPELpQ�KD
GH� VHU� GH� JUDGR� XQR� �� SDUD� TXH� VX� OtPLWH� VHD
GHILQLGR�\H�LJXDO�D�����HV�GHFLU�3�[�� �F[���G��FRQ�OR
TXH�HO�OtPLWH�TXHGD��

lim
xG ��

f(x) = lim
xG ��

P(x)
Q(x) = lim

xG ��

cx+d
a(x−2) = c

a = 3

OXHJR�GHVSHMDQGR�F� ��D�

z Pase por el punto (1, 0).

'HEH�FXPSOLUVH�I���� ��

/D�IXQFLyQ�KDVWD�DKRUD�HV��

f(x) = 3ax+d
a�(x−2) , luego:

f(1) = 0 = 3a�1+d
a(1−2) = 3a+d

−a H 3a + d = 0 y

G� ���D��FRQ�OR�TXH�OD�IXQFLyQ�TXHGD��

f(x) = 3ax−3a
a(x−2) = 3a(x−1)

a(x−2) = 3(x−1)
x−2

TXH�UHSUHVHQWDGD��

ÔÔÔÃÃ�ÃÃÔÔÔ

nt Encuentra la asíntota oblicua de la
función:

f(x) = x3−x2+1
2x2−x+3

� Considera una función de la forma f(x) =
P(x)/ Q (x) donde P(x) y Q(x) son polinomios de
grado mayor que cero. Teniendo presentes los
cálculos que se han hecho para responder el
apartado anterior, explica de manera razonada
que la función sólo puede tener una asíntota
oblicua cuando el grado de P exceda al de Q en
una unidad.

---oo0oo---

3DUD�KDOODU�ODV�DVtQWRWDV�REOLFXDV�\� �P[���Q

m = lim
xG ��

f(x)
x = lim

xG ��

x3−x2+1
2x2−x+3

x = lim
xG ��

x3−x2+1
2x3−x2+3x

TXH� HV� LQGHWHUPLQDGR� GHO� WLSR ∞/∞� �
LQGHWHUPLQDFLyQ�TXH� VH� UHVXHOYH�GLYLGLHQGR� DPERV
SROLQRPLRV�SRU�[�HOHYDGR�DO�PD\RU� H[SRQHQWH���[�

HQ�HVWH�FDVR���

 m = lim
xG ��

1− 1
x + 1

x3

2− 1
x + 3

x2
= 1−1/�+1/�

2−1/�+3/� = 1
2

n = lim
xG ��

(f(x) − mx) = lim
xG ��

x3−x2+1
2x2−x+3 − x

2 =

lim
xG ��

−x2−3x+2
4x2−2x+6 = −1

4

HQ� GRQGH� KHPRV� GLYLGLGR� SRU�[�� DPERV� WpUPLQRV�
VLPSOLILFDGR�\�VXVWLWXLGR.

/XHJR�OD�DVtQWRWD�REOLFXD�HV��

y = x
2 − 1

4

� 6HD� JUDGR�3�[���  � D�� JUDGR�4�[�� � E�� � SDUD
TXH� XQD� IXQFLyQ� UDFLRQDO� WHQJD� DVtQWRWD� REOLFXD� KD
GH�FXPSOLUVH�TXH�D� ��E��

&RPR� OD�HFXDFLyQ�GH�OD� DVtQWRWD�REOLFXD� HV�\� 
P[���Q���HQ�GRQGH��

m = lim
xG ��

f(x)
x , puede suceder :

c a = b ( grados iguales )

m = lim
xG ��

f(x)
x = lim

xG ��

P(x)
xQ(x) = 0 no tiene.
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<D�TXH�HQ�HO� OtPLWH�DQWHULRU�HO�QXPHUDGR�HV�GH
XQ�JUDGR�PHQRU�TXH�HO�GHQRPLQDGRU�

d Si a < b +1
 3RU�ODV�PLVPDV�UD]RQHV�GHO� DSDUWDGR�DQWHULRU�P
 ���\�QR�WLHQH�DVtQWRWDV�REOLFXDV.

e Si a > b +1 ( el grado del numerador
supera en mas de uno al del denominador )

m = lim
xG ��

f(x)
x = lim

xG ��

P(x)
xQ(x) = �� no tiene

SXHV�DKRUD��HQ�HO�OtPLWH��HO�QXPHUDGRU�WLHQH�PD\RU
JUDGR�TXH�HO�GHQRPLQDGRU�

f Si a = b + 1 

(Q� HO� OtPLWH� SDUD� FDOFXODU� P�� HO� JUDGR� GHO
QXPHUDGRU� HV� HO� PLVPR� TXH� GHO� GHQRPLQDGRU� \
VHUi�ILQLWR�\�GLVWLQWR�GH�FHUR�OR�TXH�QRV�DVHJXUD�TXH
WHQGUi�DVtQWRWDV�DEOLFXDV�

m = lim
xG ��

f(x)
x = lim

xG ��

P(x)
xQ(x) =

m = lim
xG ��

a1xa+a2xa−1+...+an

b1xb+b2xb−1+...+bn
x =

= lim
xG ��

a1xa+a2xa−1 +...+an

x�(b1xb+b2xb−1+...+bn) =

= lim
xG ��

a1xa+a2xa−1+...+an

b1xb+1+b2xb+...+bnx =

= lim
xG ��

a1xa+a2xa−1+...+an

b1xa+b2xb+...+bnx = a1
b1

F g − {0}

ÔÔÔÃÃ�ÃÃÔÔÔ

nu Calcula las asíntotas de la siguiente
función:

f(x) = x5+2x2−5
x4−1

---oo0oo---

c Verticales.

$O� VHU� XQD� IXQFLyQ� UDFLRQDO� HVWDUiQ� HQ� ORV
YDORUHV�TXH�DQXOHQ�HO�GHQRPLQDGRU��

x4 - 1 = 0 ⇒ x4 = 1 ⇒ x =  ±±1

d Horizontales 

y = lim
xG ��

f(x) = lim
xG ��

x5+2x2−5
x4 −1 =

= lim
xG ��

x5/x5+2x2/x5−5/x5

x4/x5−1/x5 = lim
xG ��

1+2/x3−5/x5

1/x−1/x5 =

= 1+ 2
� − 5

�

1
� − 1

�
= 1

� = �� No tiene.

e Oblicuas

&RPR�HO�JUDGR�GHO�QXPHUDGRU�VXSHUD�HQ�XQR�DO
GHO�GHQRPLQDGRU�Vt�WHQGUi�REOLFXDV�GH�OD�IRUPD�\� 
P[���Q��

6DEHPRV�TXH�KD\�GRV�PpWRGRV��VL�VRQ�UDFLRQDOHV�
��DSOLFDU� ODV�IyUPXODV�GH�OD�SHQGLHQWH� \�OD�RUGHQDGD
HQ�HO�RULJHQ�\�GLYLGLU� ORV�GRV�SROLQRPLRV�\�WRPDU�HO
FRFLHQWH��YDPRV�D�DSOLFDU�HO�SULPHUR�\D�TXH�HVWDPRV
HQ�HO�WHPD�GH�OtPLWHV��

m = lim
xG ��

f(x)
x = lim

xG ��

x5+2x2−5
x5 −x = 1

n = lim
xG ��

(f(x) − mx) = lim
xG ��

x5+2x2−5
x4−1 − x =

= lim
xG ��

2x2+x−5
x4−1 = 0

/XHJR�OD�DVtQWRWD�REOLFXD�HV��

y = x

ÔÔÔÃÃ�ÃÃÔÔÔ

nv La población de un Estado, en millones
de habitantes, se rige por la función siguiente:

P(t) = 5(t−2)3

50+(t−2)2 + 30

a) Calcula la población actual (t = 0).
b) Calcula la población dentro de diez años.

c) Determina la ecuación de la asíntota
oblicua A (t).
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d) Halla la población aproximada que tendrá
este Estado dentro  de diez  años ,
mediante la función A(t). Compara el
resultado con el obtenido en b); ¿qué
error  absoluto  se comete con dicha
aproximación?

e) Calcula el correspondiente error  relativo .

f) ¿Cuánto valdrían el error  absoluto  y el
relativo  si empleáramos la función A(t)
para calcular la población que tendrá dicho
Estado dentro de cien  años ?

g) ¿Qué sucede  a medida  que pasan  los
años ?

---oo0oo---

a) P(0) =
5(−2)3

50+(−2)2 + 30 = 29 �25925926

es decir 29 259 259 habitantes .

b) P(10) = 5�83

50+82 + 30 = 52 �45614035

es decir 52 456 140 habitantes .

c) A(t) = mt + n 

m = lim
tG ��

P(t)
t = lim

tG ��

5t3−30t2+60t−40
t3−4t2+54t + 30

t =

= lim
tG ��

5− 30
t + 60

t2
− 40

t3

1− 4
t + 54

t2
+ 30

t = 5

n = lim
tG ��

(P(t) − 5t) =

= lim
tG ��

5t3−30t2+60t−40−5t3+20t2−270t
t2 −4t+54 + 30 =

= lim
tG ��

−10t2−210t−40
t2−4t+54 + 30 =

= lim
tG ��

( −10t2−210t−40
t2−4t+54 ) + 30 = −10 + 30 = 20

/XHJR�OD�DVtQWRWD�REOLFXD�HV :

A(t) = 5t + 20  .

d) A(10) = 5 · 10 + 20 = 70 millones de
habitantes.

Ea = | M - A(t)| ; M = valor exacto.

Ea = | 52 456 140 - 70 000 000 | = 17 543
860 habitantes

e) Er = Ea
M = 17543860

52456140 � 100 = 33 �44%

f) M = P(100) = 5 � 983

50+982 + 30 = 517�4621918

HV�GHFLU�0� �������������KDELWDQWHV

$������ ���Ã���������� �����PLOORQHV��

(D� �_0��$�����_� �_���������������������������_
 �����������KDELWDQWHV�

Er = Ea

M = 2537808
517462192 �100 = 0�49%

g) +DOODPRV�HO� OtPLWH�GH�3��W��FXDQWR�HO�WLHPSR
WLHQGH�D�LQILQLWR�\��FRPR�HO�QXPHUDGRU�HV�GH�PD\RU
JUDGR� TXH� HO� GHQRPLQDGRU�� YHPRV� TXH� WLHQGH� D
LQILQLWR�� SHUR� FRPR� KHPRV� FRPSUREDGR� HQ� ORV
DSDUWDGRV�DQWHULRUHV�D�PHGLGD�TXH�W�FUHFH�VH�DFHUFD
GH�FDGD�YH]�PiV�DO�YDORU�GH�OD�DVtQWRWD�REOLFXD�

ÔÔÔÃÃ�ÃÃÔÔÔ
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