Unidad 6 /7 Derivadas. Técnicas de derivacion 1
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Tangentes a una curva

T
¥

M Halla, mirando la gréafica y las rectas trazadas, f' (3), f' (9) y f' (14).

La interpretacion geométrica de la derivada en un punto x = a es la pendiente de la recta
tangente en ese punto, f(a) = pendiente de la recta tangenteenx =a=m

f(3) = pendiente de la tangente en x = 3 = 0 ya que es horizontal ( pendiente nula).
f(9) = pendiente de la tangente en x = 9 = -3/4.
f(14) = pendiente de la tangente en x = 14 = 1.

M Di otros tres puntos en los que la derivada sea positiva.

La derivada también es positiva en x = -3, x = =1, x = 15..., ya que las rectas tangentes
tienen pendiente positiva.

M Di otro punto en el que la derivada sea cero.

La derivada también es cero en x = 11 que es un minimo relativo ( punto de tangencia
horizontal).

M Di otros dos puntos en los que la derivada sea negativa.
La derivada también es negativa en x =6, x = 8...
M Di un intervalo [a, b] en el que se cumpla que “si x [J[a, b], entonces ' (x) > 0.

Por ejemplo, en el intervalo [ 11, 15] se cumple que, si x 0 [11, 15], entonces f' (x) > 0.
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Funcion derivada

N

2

Continua escribiendo las razones por las

cuales g (x) es una funcidon cuyo

i

comportamiento responde al de la

derivada de f (x).

* En el intervalo (a, b), f (x) es |4

decreciente. Por tanto, su derivada es /

negativa. Es lo que le pasa a g(x) en (a,

b).

*LaderivadadefenbesO:f (b)=0.Y W}

=‘ f(

)

también es g(b) = 0. \
* En general:

gx) = f (x) = 0 donde f (x) tiene

tangente horizontal.

g(x) = f (x) > 0 donde f (x) es creciente.

gx) = f (x) < 0 donde f (x) es

decreciente.

Las tres graficas de abajo, A, B, y C, son las
funciones derivadas de las graficas de arriba, 1, 2,y
3, pero en otro orden. Responde razonadamente
cual es la de cada cual.

1) con B

2) con A

3)conC

La derivada se anula en los puntos de tangente
horizontal, es positiva donde la funcion es
creciente, y es negativa donde la funcién decrece.
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2-3x, x<2

2 ¢Es derivable en x = 2?
Xx“-3, x>2

stesieckaedpOasdok

®f(x)={

4
)

>4
7K

Continuidad

En cada uno de los dos intervalos es continua pues son funciones polindbmicas,
estudiamos la continuidad en x = 2, hallando los limites laterales:

lim f(x) = lim(2-3x)=2-32=-4
x-2 x-2 como los limites laterales no son iguales, la funcion f(x) no

lim f(x) = lim (x* ~3) =2 -3 =1

+

X2
es continua en x = 2y, por tanto, tampoco es derivable en x = 2.
stesioleSoaeBaedioi ik
@ f(x) 2-3x, x=<2 Es derivabl 29
X) = ¢Es derivable en x = 2%
x2 - 8, x>2

Continuidad

En cada uno de los dos intervalos es continua pues son funciones polindémicas,
estudiamos la continuidad en x = 2, hallando los limites laterales:

lim f(x)= lim (2-3x)=2-32=-4

X—>2_ X—>2_ , . . .

como los limites laterales son iguales limf(x) =-4 =f(2),
lim f(x)= lim (x2 —8):22 -8=—4 9 X2 (x) (2)
X - 2% X2

la funcién f(x) es continua en x = 2.

Derivabilidad

—_ i <2
rog=i >
2Xsi x>2

Para que una funcion sea derivable en un punto, las derivadas laterales han de coincidir.

f'(27) = lim f'(x) = lim(-3) = -3
X2 X2 como las derivadas laterales no coinciden, la funcidén no es

f(2")= lim f'(x)= lim 2x=22=4

derivable en x = 2.

N
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D Calcula la derivada de cada una de las siguientes funciones:

L 4

a) f(X):_1_X:E:f'(x):ulv_zu.v :(1_X)(1+X)_(12_X)(1+X) :_1_X_12+X:— 2 5
1+x v Vv (1+x) (1+x) (1+x)
b)
(1—xj' 2
u' 1+x) O (1+x)2 1 1
f(X) = |- =AU = F'(x) = — = -
2Ju . [1-x /1 X ) [A+x)2(1-x)  (1+xW1-x2
1+% 1+ X 1+ X
(1) El numerador ya se ha derivado en el apartado a)
D(1—x]
- ! (M
€) f(x) = N1 X =lnu = fi(x)= L = T+HXJ 2 (1+X) =-__ 2 -2 . 2
1+ x u 1-x 1-x (1+x)(1-x)  1-x x°-1
1+ X 1+ X

(1) El numerador ya se ha derivado en el apartado a)

d)

- - . - (1 - — 24\, — 29\ (1 —

(x) = 1-tgx jf.(x):Dﬂ tgx)-(1+tgx) D(3+tg><)(1 tgx) _ —(1+1tg"x)-(1+tgx) (12+tg x)(1-tgx) _

1+ tgx (1+tgx) (1+1tgx)

_ (1+1g®x)(-1-tgx —1+1tgx) _ —2(1+1tg*x)

(1+tgx) (1+tgx)?
(1 tng -2(1+tg? x)

e) f(x) = 1—tgx _ 11+ tgx ) (1+1tgx _ 1+tgz1x __ 1+tgzx2 _
/ tgx / tgx 2 [1-tgx (1+1tgx)? (1 - tgx)
1+ tox 1+ 1gx (1+1gx) 1+ tgx (1+tgx)\/ 1+ tox

1+tg°x 1+tg°x

(1+ tgx)\/(’l +1tgx)(1-tgx)
(1) Numerador derivado en el apartado anterior.

tgx

f) f(x)

g) f(X) - I3x+1

h) f(x) = log(senx-cosx)? =2(logsenx+logcosx)

1+ tgx)y1—tgPx

= InvVe'¥ =Ine 2 :—tgx:>f( )—%(1+tgzx):%sec2x:

x+1 x+1
2 =" = f'(x)=ua'lna= D(X21j32-ln3

1
2cos? x

3 _
2
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#(x) = 2| COSX. 1 senx 1 |_ 2 (cosx senx)_ 2 cos’x-sen’x _ 4 cos’x-sen’x _
senx IN10 cosxIn10| In10\{senx cosx/ In10 senx-cosx InN10  2senx-cos x

_ 4 cos2x _ 4
InN10 sen2x In10

cotg2x.

i) f(x) = sen’x + cos’x +x =1+ x=f’(x)=1.
i) f(x) = senyx +1-cos/x -1 :>f'(x):D(sen x+1}cos X —1 +sen«/x+1-D(cos«/x—1)=

1 2 1 2 1 2 2 COS2+/X +1
= COoS“ /X +1- sen‘Vx+1= coS“4/X+1-sen“vJx+1|=————.
24/ x +1 24X +1 2 x+1( ) 24/ x +1

k) f(x) = 7" = f'(x) = 2x cos(x? +1)-7°"**VLn7.

) f(x) = sen(3x5 —2\/;+§/§): f'(x) :(15x4 —%+ 3%/i?jcos(3x5 —2\/;+§/§) .

2
m) f(x) = Vsenx + x% +1= f'(x) = D(SenX+X +1) _ COSX+2x

2Jsenx +x% +1  2\Jsenx+x2 +1

) f(x) = cos? X + (3-x)? = F'(x) = 2c083/x + (3~ x)?-(-senifx + (3 x)? )20 XNV
3%’/(x +(3- x)2)2

- 2x -5 . sen(23/x +(3-x)?).
3\3/(x +(3- x)2)
T Le T I

@ Halla las derivadas 12, 22 y 32 de las siguientes funciones:
a)y=x b) y =x cos x c) y =sen’ x + cos® x + x

stk ke RO TpRR Ik
a)y=x"=y =5x%y =20x°; y” = 60x°.

b) y = xcosx=>y ’ = cosx — xsenx; y” = -senx- ( senx + X cosx) = - 2senx — X cosx; Yy’ = -2 CoSX -
(cosx — x senx) = -3cosx +xsenx.

€)y=sen’x +cos’x+x=1+x=y'=1;,y“=0;y” =0.
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3
@ Calcula ' (1) siendo: f(x) = PxA3x 4

(1 6

1.1 1 1 1 11 2 13 2 _17
, 3 2433 3 5.4 —+--= q5.4 =2 15..4 1« 452 4
f(X)=&\/§-e4:X 39X -e4:3 e .2 3 5_3'2e -x30:>f'(x):3 e -E-x30 _13'V3%e 30lx17
220352 12 2 2 2 30 60
239x5
’ 1315/3264
luego (1) = —.
60

NS N A NN\ 4
sestesk g inedeie ok ok

f(x) = (cos23x — sen? 3x)- sen B6x = cosBx-senbx = sen12x

luego f(gj = 6-cos12-g =6-cos21m=61=6

® Calcula f (0) siendo: f (x) = InvVx2 +x +1 —%m +1)2

f(x) = InVx? +x +1 —%(2X+1)2 :%In(xz +x+1)—%(2x+1)2

1 2x+1 2 1 2x+1 4

fx )= ——— - —(2x+1N)2=——F"———(2x +1
=5 ﬁ( Y= e £< )
uego F(0) = -4 V3-8
2 J3 243
etk @aORdicokk
Pag 160

x2-3x x<3

D Estudia la derivabilidad en x, = 3 de la funcién f(x) =
3x-9 x>3
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Continuidad

@ Las funciones de cada intervalo son polinémicas y por tanto continuas para x # 3.

@ Continuidad en x = 3:

I|mf( )= Im( 3x)=3*-33=0
I|m f(x ) li n; (83x-9)=33-9=0 = I|mf(x) 0 =f(3)luego es continuaen x =3
f(3) 2-33=0

@ Como es continua en x #Z3 y en x = 3, es continua en R.

Derivabilidad

2X — <
@f'(x):{ X33 X>2 para x # 3.
X

@ Derivabilidad en x = 3

{f'(S) = lim f'(x) = lim (2x -3)=23-3=3
K3 x-3 Comof'(37)=f"(3")=3=f'(3)=3

f(37)= lim f'(x) = lim 3 =3

2x—-3 x<3
3 X>3'
sfestesksrspgpdesk

@ luego f'(x) = {

S
)

N

2_mx+5 x<0

2

@ Calcula m y n para que f (x) sea derivable en R f(x) = {x
-x“+n x>0

NN A A ZN N 4
239759 72?%%@ AW7ZR7R

Para valores de x # 0 las funciones son continuas y derivables ( para cualesquiera
valores de m y n) por ser polinémicas.

Estudiamos ahora la continuidad y derivabilidad en x = 0.

Continuidad en x=0

lim f(x) = lim (x> —-mx +5)=5
x-0" x-0"

Iirglf(x) = Iirgl(—x2 +n)=n luego, para que sea continua en x = 0 n ha de valer 5.
f(0)=5
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Derivabilidad en x=0

F(x) = 2x-m x<0
] -2x x>0

{f'(O): lim '(x) = lim (2x —m) = -m
x~0 x~0 Comof'(07)=f'(0")=>-m=0 =« m=0

f'(0+) = |In(:|+ f'(X) = |in(;]+_2x =0
Luego para que f(x) sea derivableenRm =0y n = 5.
Sk sk SRR KKK
Pag 164

D Halla la tasa de variacion media (TVM) de las siguientes funciones en los intervalos:

[-3, —11; [0, 2]; [2, 5]; [1, 1 + h]
a)f(x)=x*+1

b) f(x)=7x-5
c)f(x)=3
d) f (x) =2x
¢En cuadles de ellas es constante la TVM? ¢ Qué tipo de funciones son?
stestesk ReRpddERA IOk
TV, by = (1)

a) f(x) = x* + 1

f(-1)—f(-3) _ (-1)* +1-((-3)* +1) _ -8

TVMES, )= S o= , = =4.
TV.M[0, 2] = f(22)::)(0) _((2y° +1);((0)2 +1) :% _o

TV.M[2, 5] = f(55):1;(2) _(5? +1);(22 1) _ 263—5 :% .

TVM[1 A= TN =IO (AR D)= (419 _1+2h+h?41-2 h*+2h _hh+2)_ o

(1+h)—1 h h h h
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b) f(x)=7x-5
TVM3, 7 = fED=F(EB) _7(=5)-(7(3)-5) _=12-(-26) _14 _
-1-(-3) 2 2 2
TVMO, 2] = f(22):;(0) _ (7.2—5);(7.0—5) _ 9;5 :%:7_
TV.ML2, 5] = f(5g:f2(2) _ (7.5—5);(7-2—5) _ 303—9 :% .
TVM[1 1+hj= AN =FO) _ (7(1+h)=5)-(71-5) _7+7h-5-7+5 7h_,
(1+h)-1 h h h
¢) f(x) = 3
TVM[3, -1]= 1CED=f(=8) _3-3 _0_,
-1-(-3) 2 2
T.V.M.[0, 2] = f(zz):';(o) = 3;3 :g:o
T.V.M.[2, 5] = f(5g:f2(2) = 3;3 :%:o
TV.M[1,1+h= XM= _3-3 _0_,
(1+h)—1 h h
d) f(x) = 2*
1.1 4-1
TVM[3, A= (CN=H(8) 2727 _2 8_8 _3
—1-(-3) 2 2 2 16
TV.M[0, 2] = f(22)::)(0) =2 ;2 :42‘1 =%_
TVME, 5] = f(55):1;(2) _2 ;-2 _ 323—4 :%_
TVM[,14hj= (AN =f() 27 =27 22" -2 202" -1)

(1+h)-1 h h h
La TVM es constante en las funciones polindbmicas de grado menor o igual a uno:

f(x) = 7x — 5(afin) y f(x) = 3 (constante).
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@ Halla la T.V.M. de la funcién f (x) = —x* + 5x — 3 en el intervalo [2, 2 + h] y, con el
resultado obtenido, calcula f' (2).

stk sk e ORRRR Nk
f(x) = -x* + 5x — 3
T.V.M.[2,2+h]=
f(2+h)-f(2) _ —(2+h)* +5(2+h)-3 (=22 +52-3) _ -(4+4h+h*)+10+5h-3-3 _
(2+h)-2 h h
_ -4-2h-h?+10+5h-3-3 _ —h? +hh _h(=h+1) — h+1
h h h
f(2) = lim(-h+1)=1.
oot st sl K

@ Utilizando la definicion de derivada, calcula f' (3) en las siguientes funciones:

a) 0=
3(3+h)-2 33-2 9+3h-2-9+2

f'(3):||mw:| 2 2 =lim 2 :“mé:é
h-0 h h-0 h h-0 h h-02 2
b) f(x) = x* - 4

_ 2 _ 4 _n2 2 2 4 _n2
(@)= lim G+ =) (B+hy'-4-37+4 | 37+6h+h’-4-32+4 _ h(B+h) _
oo h h-0 h -0 h o h

lim(6 +h) =6.

€) f(x) = (x - 5)°

- _E\2 _ (2 _E)2 _9\2 _(_0)\2 2 _ _
f’(3):|imf(3+h) f(3)="m(3+h 5)° -(3-95) =Iim(h 2)°—(-2) =Iimh 4h+4-4 _
h-0 h-0 h h-0 h h-0 h
2— —
:Iimh 4h:|imh(h 4):Iim(h—4):—4.
h-0 h h-0 h h-0
2+3+h 2+3 3(5+h)=5(3 +h)
d) @) =lim SNy 8+h 3 _y,  3G*h)  _ 15+3h 1575
h-0 h h-0 h h-0 h h-0 3h(3 +h)
: -2h : 2 2 2
[IMm— =lim— ==,
h-03h(3+h) h-0 3(3+h) 33 9
stestesk RROTpR K
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@ Calcula la funciéon derivada de las siguientes funciones, utilizando la definicion:

S(x+h)+1 5x+1 5X +5h+1-5x -1 5h

a) F(x) = lim Iy 2 2 —jim 2 ~lim-2 =jim2" =
N h h-0 h -0 h h-0 h h-0 h
.5 _5
=lim—==—
02 2
_ 2 _4_ 2 _ 2 2\ _4_ny2
b) F(x) = i fOXFR) =F(x) _ . 3(x+h)* =1-(3x* -1) _ . 3(x* +2xh+h*)-1-3x* +1 _
h-0 h h-0 h hoo h
 3x2+6xh+3h%-1-3x2+1__ 6xh+3h2 . h(6x+3h) . 6xh+3h% _
lim =lim =lim =lim =
h-0 h h-0 h h-0 h h-0 h
= limOX T3 _i6x +3n) = 6x
- h h-0
1 1 X—-2-x-h+2 -h
h-0 h h-0 h h-0 h h-0 h

. -h , -1 1
=lim =lim =- )
h-oh(x-2)(x+h-2) h-0(x-2)(x+h=-2) (x—2)2

h- h h-0 h h-0 h

d) F(x)= Iirrgf(x-'-h)_f(x) i (PR —(x+h) =(x? =) _ . x? +2xh+h? =X —h=Xx® +x _

x?+2xh+h? =x-h-x% +x _”mh(2x+h—1)

lim =lim(2x +h-1) =2x —-1.
h-0 h h-0 h-0
shesteskReReOIReREIIK
@ Calcula, aplicando la definicion de derivada, f ' (2),f' (-1) y f' (x), siendo f (x) = x-1
X
stestesle S ERORARII K
2+h-1 1 4+2h-2-2-h h
®F2) = im 2N =M2) _po 24h 2y, 22N 2@%h) . b
h- h h-0 h h-0 h h-0 h h-02h(2 +h)
1 1 1

h-02(2+h) 22 4°

Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales Il.



Unidad 6 / Derivadas. Técnicas de derivacion a 12

~1+h-1
ELRALIL |
& P(1) = lim =N _y =14h -y m2*h*2-2h L oh e 2T
h-0 h h-0 h -0 h(-1+h)  h-0h(=1+h) n-0—1+h
Xx+h-1 Xx-1 x?+xh-x—-x*-xh+x+h
& F ()= lim I _p x+h x X(x +h) I L
~0 h h-0 h h-0 h h-0 xh(x +h)
1 1 1
=lim ==,
h-0x(x+h) xx x2
sfesie sk g EROgR eIk

@ Comprueba, utilizando la definicion de derivada, que la funcién f (x) = +/x no tiene
derivada en x = 0.

sk ROREK
£(0) = f(O h)-f(0) _ iy ¥O+h-~0 ‘/_ = lim \/_ —im— =1 =40 Ind, luego no tiene
h hﬁo h- h-0/h O
derivada en x = 0.
stestesk SRRk

@ Halla la tasa de variacion media de la funcion f (x) = e* en el intervalo [2; 2,001] y
comprueba que su valor estda muy préximo a e

NANASA - - ANZAN| > -
TR IR S Vi 7

f(2001)-f(2) _ &> —¢?

T.V.M. [2; 2,001] = =-7,3928
2,001-2 0,001
e’ =7,3891. Los dos valores estan muy préximos.
stestesk SpROTpIR Ik

2x-3 six<2 . e s .
@ Dada f (x) = -1 six>2’ halla f ‘(1) y f '(3) utilizando la definicién de derivada.

f(1+h) f(1) - 20+h)-3-(21-3) _ _2+2h-3+1_.2h

P(1) = = lim | = im<2 =jim2 =2
h h-0 h h-0 h h-0 h  h-0
f’(3) = ||mw = ||mw = ||mn =lim1=1
h-0 h h-0 h h-0h h-0
sfeste ke dedpsrar icoicsk
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Unidad 6 /7 Derivadas. Técnicas de derivacion L

@ Calcula la derivada de las siguientes funciones:

13

a) y:x2—3:> o 2X(x* +3) = 2x(x* =3) _ 2x7 +6x—2x7 +6x _  12x
x?+3 (x? +3)? (x? +3)? (x2+3)?
b y= T L 277 22 (N(xH) | (2-X)(@2-x+2x+2) | x+4
(2-x)? (2-x)° (2-x)* (2-x)°
c)
Bx(x+VX)~3x2(1+ ) 6x? +6xy/x —3x? = X
_ 3x° . 2Jx " _ 2Jx _ 6x%Ix +12x2 -=3x2 _
Y=——F7==VY*= 2 - 2 - 2 -
X+ [x+x) [x+x) 2x(x +x)
_ Bx*y/x +9x?
2Jx[x +x [
4 3 3
d)y=[05-%X| =y=405-2][-1|=-2[05-X] .
10 10 10 5 10

stk ROl ik
D@ Halla la derivada de estas funciones:
x? 3P (x+1)? = 2(x+1)x3  (x+1)(Bx*(x+1)-2x%) _ 3x® +3x* -2x° _

2 =Y 4 4 3
(x+1) (x+1) (x+1) (x+1)

_x¥+3x% _ x3(x+3)

CxH)? (x#1)°

x2 +1)’ , x2 +1)° 2xx - x% -1 x2 +1) x2 -1
ol e g

a)y=

X X X X
y , S COS X
c) y= =sen”'X = y'= -sen’x:cOSX = ———— = —Cot gX-COS eCX.
senx sen’x
d) v = Senx ,_cos’x+sen’x _ 1
) y= =Yy= 2 - 2, "
CoS X cos? x cos? x
sfesteske oD e Sk otk
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Unidad 6 ¥ Derivadas. Técnicas de derivacion 0 14
DD Deriva las funciones siguientes:
a) y=e”(x-1)=y'=4e*(x-1)+e”™ =e™(4(x-1)+1) = (4x -3)e**.

_ 21=x)(-1)e* —e*(1-x)* _ (1-x)e*[-2-1+x] _ (1-x)(x-3)

_U\2
b)y=""00
e

(ex )2 er ex

2*In2
c)y= J2r = y'= :

2:/2%

, 2
d) y=In2x-1)=y'=—"—.
2x —1
etk B ROMApk ik

M® Deriva estas funciones:

a)y=|n(x2—1):>y':X22)i1.
1
241-x -1 -1 1
b) y=InV1-x=y'= = = = _
J1-x 2(/—1_X)2 2(1-x)  2x-2
1 «| 1 1
_aX —a* e’ ——-Inx| _—
Cnx & "€ Imx {x }_x X 4_xinx _1-Inx*
C) y_e_x:>y_ er - e2x - ex - Xex - Xex )

d) y =sen’x® = y'=2senx?-(cos x*)2x = 4xsenx’ cos x°.
sfesteske g e nsdil ok ok
M@ Calcula la derivada de estas funciones:

a)y=(x—1)e" =y ="+ (x—1) 4e*=e(4x - 3).

b) C(1-x)?2,_ =2(1-x)e* —(1-x)%e* _eX(=2+2x-(1-2x+x?)) _ -x% +4x-3
y_—x - X\2 - X\2 - X
e (e”) (e”) e
X
&) y =" 3y-:2 In2
24 2%

d) y =In(2x -1 '=
)y=In2x-1) =y %=1

Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales Il.
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D Deriva las funciones siguientes:

steskeske e ER Sl Ik
1) 1
[xj 1 _ %2 1 _ 11

N2~ xIn2°

1
Ay=Elog,  =Y= A s T
%)

X | =%

2
b) y= \/seT:y— (senx®) _ 2xcosx

3%/(senx?)? 33\/sen2x2'

12x _ 12x

y'= (1 2x
c)y: = = = =
1+2x 1+2x 1+2x /1+2x
1-2X

1+2xj' 2(1- 2x)+2(1+2x) 2- 4x+2+4x

2 ) ] ,
4 _2X)\/(1 s2x)(1-2x) (1 —2x)\/(1 ¥2001-2%)  (1-2xV1-4x? |
1-2x

1

1+ —
d) y=x+dx = y'= 2Ux _  2dx+1  _ 2Yx+1 .
T T i vx adxlxrdx ad el

NS N A4 NN\ 4
sestesk g e dieie ok K

M®) Halla la derivada de:

a) y:\/x\/_=\/\/mzi/x_‘°’:x‘°”“:>y':%x“_1 :%x_“ = f/_
X

4
b)
X+1-x 1
[V ] SPYES
—In :> _ X+1 _ 1 _ 1 _ 1
y'= / [ x 2 2x(x +1)
X +1 x+1 2(X+1)2£ xx+1j 2(X+1) x+1
c)y :In(sen\/e_"): y'= 2\/— = cotg\/e_x.

sen\/_ 2\/e_
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d)
0 X -1 Xx+1-x+1
y= X_1:>y': x+1) _ (x+1) _
+1 - / / - / -
X 2 x -1 5 x-1 1 (x +1) (X+1)2X 1 (x+1)«/x
X +1 X +1 X +1
stk RO s ik

Continuidad y derivabilidad

D® Estudia la continuidad y derivabilidad de las siguientes funciones en los puntos
que se indican, y represéntalas:

3x-1 six<1
a
x2+x six=>1

Enx=1
o Iin11f( ):Iim(3x—1):3-1—1:2 ]
@ Continuidad In11 f(x)-llm(x Fx)= 12 +1=2 como
Iirqf(x) =2 =f(1)=1% +1, la funcién es continua en x = 1.
z !

- 3  six<1 .

@ Derivabilidad f'(x) = , y ahora comprobamos si las
2x+1 six>1

derivadas laterales en x = 1 son iguales: f'(17) = Iin11f'(x) = Iirq3 =3;
f'(17) = Iirr11 f'(x) = Iirq(2x +1)=21+1=3

Como las derivadas laterales en x = 1 son iguales (f'(17) =
(1") = 3) es derivable en x = 1 y su derivada f'(1) = 3
b) f(x)= -x* six<0

x?> six=0 o]
Enx=0
lim (x) = lim(-x?) =0 f

@ Continuidad Xf?gf(x) B I|rr(1)(x2) _o como limf(x)=0=f(0), la : f
funcién es continua en x = 0. : 104

Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales Il.
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-2x six<0

® Derivabilidad f'(x) = .
2x  six>0

1 son iguales: f'(07) = Iin(?_f'(x):Iing—2x =0; f'(0") = Iin01+f'(x):Iing(2x):0

N

17

y ahora comprobamos si las derivadas laterales en x =

Como las derivadas laterales en x = 0 son iguales (f(0°) = f(10) = 0) es derivable en x =

0y su derivada f’(0) = 0.

2x—-1 six<3
x2-4 six=3

c) f(x) :{

Enx=3

lim f(x)=lim(2x-1)=5
® Continuidad < *3 x-3

im 100 = i -4) =5 T I =5=1(3).

la funcién es continua en x = 3.

2 six<3 .
, y ahora comprobamos si las
2X six>3

derivadas laterales en x = 3 son iguales:
f'(37)=limf'(x) = Iing2 =2; f'(3") = lim f'(x) =lim(2x) =23 =6
X3~ X - x-3*

X-3

@ Derivabilidad f'(x) :{

Como las derivadas laterales en x = 3 no son iguales (f(3) =
2 #f(3") = 6) no es derivable en x = 3 .

3x—-2 six<2
3x+1 aix>2

d) f(x) :{

Enx=2

lim f(x) = IirT;(3X -2)=32-2=4

H H X2
@ Continuidad { lim f(x) = lim(3x +1)=32+1=7

no son iguales, la funcién es discontinua en x = 2, la discontinuidad es salto

finito y la magnitud del salto es 3 ( 7 — 4).

3 six<2
3 six>2
no puede ser derivable en ese punto.

® Derivabilidad f'(x) ={

D® Comprueba que f(x) es continua, pero no derivable, en x = 2:

F(x) = In(x =1) s.|x<2
3x-6 six=2

Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales Il.
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Enx=2

lim f(x) = I|mIn(x 1)=In(2-1)=In1=0

@Contlnmdad{|mf(x)_||m(3x 6)=32-6=0

como Iirr;f(x) =0=1(2), la funcién es
continua en x = 2.

1 ,
@ Derivabilidad f'(x) :{ -1 six<2 y ahora comprobamos si las derivadas laterales en x =
3 six>2

2 soniguales: f'(27) = lim f'(x) = IimL =1; f'(2+ )= lim f'(x) =1lim(3) =3
X2 x-2¥x —1 x-2" X2

Como las derivadas laterales en x = 2 no son iguales (f(2) =1 # f(2") = 3) no es
derivable en x = 2.

NS\ A \/\/\/
stk Se e O il

D@ Estudia la continuidad y derivabilidad de esta funcion:

0 six<0
f(x)={x% si 0<sx<1

X six=1
etk RO MWRB kK

Continuidad
@ Parax # 0y x # 1 es continua pues las funciones de cada intervalo son polinémicas.

I|m f(x) = I|m0 0

®Enx=0 como , la funcién es continua en x = 0.
Imf(x)—Ilmx =0

I|m f(x) =limx® =1
@® Enx=1 X1 como limf(x)=1=£(1), la funcién es continua en x = 0.
I|m f(x)= I|mx =1 X1

x -1

Teniendo en cuenta los tres puntos anteriores concluimos que la funcién es continua en

.

Derivabilidad
0 six<0

@ Parax# 0y x# 1 lafuncién es derivable y su derivada es: f'(x)=:2x si 0<x<1.
1 six>1

& Enx=0, f'(07)= lim '(x) =m0 =0; 1(0") = lim f'(x) =lim(2x) =0

Como las derivadas laterales en x = 0 son iguales (f(07) = 0 = f(0%) ) es derivable en x =

Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales Il.
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& Enx=1, f(1)=limf'(x)=lim2x =21=2; £'(1") = im f'(x) =lim1=1

Como las derivadas laterales en x = 1 no son iguales (f(1) =2 # f(1") = 3) no es
derivable en x = 1.

0 six<0
La funcion es derivable en [0 - {1} y su derivada es: f'(x)=<12x si 0<x<1
1 six>1

Primero convertimos la funcion en valor absoluto en una a trozos o intervalos:

Como x +1 =0, se anula para x = -1y, a la izquierda de -1 la funcién es negativa y a la
derecha de x = -1 es positiva, la funcién queda:

—x-1 x<-1
fg=4 ~ %
x+1 x>-1

Continuidad

@ Para x # -1 es continua pues las funciones de cada intervalo son polindmicas.

Iin;nff(x): Iin_11(—x—1):0 . 3 _
@® Enx=-1 Iin}+ F(x) = Iinj1(x +1)=0 como XImf(x) =0 =f(-1), la funcién es continua en x = -
1.
Derivabilidad
. , , -1 x<-1
@ Para x # -1 la funcién es derivable y su derivada es: f'(x) = ’ 1
X —

® Enx=-1, f(=17) = lim £'(x) = lim—1=-1; £(~1) = lim f'(x)= lim(1) =1
X-=1 X - X o —1" X o —

Como las derivadas laterales en x = -1 no son iguales (f(-1) = -1 # f(-17) = 1) no es derivable
enx=-1.

N
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x2 -1 x<1

@@ Estudia la continuidad y derivabilidad de la siguiente funcién: f(x) = { 1 1
x-1 x>

Continuidad

@ Para x # 1 es continua pues las funciones de cada intervalo son polinémicas.

® : Ilmf(x)—llm(x -1)=0 it i funcic _ ]
Enx= Im f(x)—llm(x 1)=0 como lem (x)=0=1(1), la funcién es continua en x = 1.
Derivabilidad
. , , 2x x<1
@ Para x # 1 la funcion es derivable y su derivada es: f'(x) = 1 -
X

@ Enx=1, f(17)= lmf'(x)=lim2x =2; (1) = lim f'(x) = lim(1) =1
X1 X x-1" X -1

Como las derivadas laterales en x = 1 no son iguales (f(1) =2 # f(17) =1 ) no es derivable en
x=1.

e x<0
1-x x>0

@® Estudia la continuidad y derivabilidad de la siguiente funcion: f(x) = {
Continuidad

@® Para x # 0, f(x) es continua pues las funciones de cada intervalo son continuas ( la
exponencial y la polonémica de primer grado).

lim f(x) =lim(e™)=¢e° =1
Q@ Enx=0 {x-0 x-0 como limf(x)=1=f(0), la funcién es continua en x = 0.
Iryf( )= Irrg(1—x):1 X0
Derivabilidad
. . . . - x<0
@ Para x # 0 la funcion es derivable y su derivada es: f'(x) :{ ] 0

®Enx=0, f(07)= Iin01_ f'(x) = Iirr(1)—e’X =-e’=-1; f(0%) = Iirg f'(x) = Iirrg(—1): -1

Como las derivadas laterales en x = 0 son iguales (f(07) = -1 = f(0%) = -1 ) es derivable en x =
0. y por tanto es derivable en 1.
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@® ¢ En qué puntos no es derivable la funcién f(x) = |x* — 4|?

Transformamos la funcidén en valor absoluto en funciéon a trozos, para lo cual vemos

primero para que valores se anulax* =4 =0 < x= +/4 =+2 | teniendo, pues que es tediar el
signo de la funcion en tres intervalos:

« Valores de x < -2, la funcion x? — 4 > 0.
« Valores del intervalo -2 < x < 2, la funcién x> — 4 < 0.

« Valores de x > 2, la funcion x* — 4 > 0.

x? -4 six<-2
Con lo que la funcién queda: f(x) = {-x* +4 si-2<x<?2
x? -4 Six>2

Ahora podemos estudiar la continuidad y derivabilidad:
Continuidad

@ Para x # -2 y x # 2 es continua pues las funciones de cada intervalo son polindémicas.

lim f(x) = lim(x2 -4) =0

@®Enx=-2 Xﬁ; (x) = lerﬁz(—xz +4)=0 como lim f(x) =0 =f(-2), la funcion es continua en x
x-=2% X o -

=-2.

© Iir721_ f(x) = Iirr;— x2+4=0
Enx=2 x- X= como limf(x) =0 =f(2), la funcidon es continua en x = 2.
im £(x) =lim(x ~4) =0 limf(x) (2)

Teniendo en cuenta los tres puntos anteriores concluimos que la funcion es continua en

0.
Derivabilidad
2x Six<-2
@ Para x #-2 y x # 2 la funcion es derivable y su derivada es: f'(x)=4-2x si -2<x<2.
2x Six>2
®Enx=-2, f'(-27)= XIirg_f'(x) = Xltrp22x =-4; f'(-2") = XIir_r;f'(x) = Iimx(ﬁ—_gx) =4

Como las derivadas laterales en x = -2 no son iguales (f(-2) = -4 # 4 =f(-2") ) no es
derivable en x = -2.

& Enx =2, f'(27) = lim f'(x) =lim(-2x) = -4; f'(2") = lim f'(x) =lim(2x) = 4

X-2
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Como las derivadas laterales en x = 2 no son iguales (f(2) = -4 # 4 = f(2") ) no es
derivable en x = 2.

Resumiendo, la funcién no es derivable en los puntos (-2, 0) y (2, 0).
ek ke RO TpRR Ik

3x—-1 six<2
x2+1 six>2

@@ Dada f(x) ={

a) Calcula f ‘(1) y f “(3).

b) Comprueba que f ‘(27) # f (2%).

a) Como x = 1 pertenece al primer intervalo de definicién y la derivada de la funcion de este
intervalo es 3, f(1) = 3, sin embargo x = 3 pertenece al 2° intervalo de definicidén en el que la
derivada es 2x, luego f(3) = 2-:3 = 6.

3 six<2

b) Parax#2 f'(x)= _
2X six>2

luego f'(27) = Iin;f'(x) = Iir213 =3

f'(2")= lim f'(x)= lim 2x =4 y, por tanto (2)) = 3 # 4 = £(2").

@@ Esta es la grafica de una funcion y = f (x). Observandola, di el valor

de:
f (1), f(1)yf(3)
¢ En qué puntos no es derivable? =

La derivada en un punto es la pendiente de la recta tangente a5 2 | 4
geomeétrica en ese punto, luego:
f' (=1) = 0 ( ya que es un maximo, la tangente es horizontal, pendiente
nula); f' (1) = 0 ( la grafica es horizontal y su pendiente tabién); f' (3) = 2 ya que la grafica en
(4)-f(2) _5-1_4 _o
4-2 2 2
No es derivable en x = 0 ni en x = 2 pues las derivadas laterales ( pendientes) en esos puntos
son distintas.

ese punto es una recta de pendiente : f
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@® ¢ Cuantos puntos hay en esta funcién que no tengan derivada? y = |x* + 6x + 8|.

Primero convertimos la funcién en valor absoluto en una funcién a trozos:

@ Hallamos los valores que la anulan resolviendo la ecuacion:

-6+4/36-32 _-6+2 :{—2
2

2 -4

X2 +6x+8=0 < x=

@ Hallamos el signo de la funcién en cada uno de los tres intervalos que los valores
anteriores forman sobre la recta real:

® Para valores de x <-4, x* + 6x + 8 > 0.
© Para valores -4 < x < -2, x*> + 6x + 8 < 0.
© Para valores de x > - 2, x*> + 6x + 8 > 0.

Ahora ya podemos definir la funcién en intervalos o “a trozos” teniendo en cuenta que en
los intervalos en que sea positiva, el valor absoluto mantiene el signo y en donde sea negativa

X? +6x+8 six< -4
hay que cambiarla de signo: y ={—-x*-6x-8 si-4<x<-2
X? +6x+8 Six>-2

2x +6 six<-4
La derivada de la funcion parax#Z-4yx#-2es y'=4-2x-6 si-4<x<-2

2x+6 Six>-2
Ahora estudiamos su continuidad y derivabilidad:

Continuidad

@ Para x # -4 y x # -2 es continua pues las funciones de cada intervalo son polinémicas.

lim f(x) = lim(-x* -6x-8)=0

® Enx=-2 Xﬁr‘; f(x) = lerﬁz(xz +6x+8)=0 como Xllnjzf(x) =0 =f(-2), la funcién es continua
x-—2" X - -

en x =-2.

lim f(x)= lim(x* +6x+8)=0
@®Enx=-4 x4 X~

lim (x) = Iim4(—x2 6x-8)=0 como )!Lry4f(x) =0 =f(-4), la funcidén es continua
X - —4" X - —

en x =-4.

Teniendo en cuenta los tres puntos anteriores concluimos que la funcion es continua en
0.
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Derivabilidad

® Enx=-2, f'(-27)= lim f'(x)= lim(-2x~6)=-2; f'(-2")= lim f'(x) = lim(2x +6) =2

X =2
Como las derivadas laterales en x = -2 no son iguales (f(-2") = -2 # 2 = f(-2) ) no es
derivable en x = - 2.
®Enx=+4,f(4")= Iin}f'(x) = Iirr_14(2x +6)=-2; f'(-4") = IirTL f'(x) = Iin_14(—2x -6)=2
Como las derivadas laterales en x = -4 no son iguales (f(-4) =-2# 2 =f(-4") ) no es
derivable en x = -4.

La funcién no es derivable en (-4, 0) ni en (-2, 0), pues (a pesar de ser continua) las
derivadas laterales( las pendientes de las tangentes a derecha e izquierda) no son iguales.

@® Calcula a y b para que la siguiente funcién sea derivable en todo 0:

_ ax?+3x six<2
f(x)=4 , .
x“—-bx-4 six>2

NN N A A ZN\ N4
stk Se Ok

Para que sea derivable ha de ser continua y como es continua para x # 2, tenemos que
hacer que sea continua en x = 2, han de ser iguales los limites laterales:

lim f(x) =lim(ax® +3x) =4a+6
x-2 X2 —4a+6=-2b = 4a+2b=-6 = 2a+b=-3

lim f(x) = Iing(x2 -bx-4)=-2b
x-2" X -
2ax+3 six<2

Si x # 2la derivada es f'(x) = . y en x = 2 hallamos las derivadas
2x-b six>2

laterales f'(27) = Iin21_ f'(x) = Iirr;(2ax +3)=4a+3; f'(2") = Iin21+ f'(x)= Iirr;(2x -b)=4-b e
igualamos f(2) = f(2*); 4a+3 =4 —Db;4a+ b =1.

Si resolvemos el sistema formado por las dos ecuaciones, tendremos los valores de a 'y
b para que f(x) sea derivable en [1:

-2a-b=3
2a+b = - da+b=1
arb=-3 | 4a+b=1 4o p=-3-2a=-3-22=-7
4a+b =1 2
2a=4
R o7 Ty
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@® Observa las graficas de las siguientes funciones e indica en qué puntos no son
derivables. ;Alguna de ellas es derivable en todo [1?

\ f
\ L~
L _ v
1
2 £ e
a) b) c)
Aot Qaaeiolk

a) No es derivable en x = -1 (las derivadas laterales son distintas, “punto anguloso”) ni en x = 2
( no esta definida la funcion).

b) Es continua y derivable en 0.

¢) No es derivable en x = 0 pues las derivadas laterales son diferentes ( punto anguloso).

stestesle S ERORRR IOk
x3-x six<0
@@ La funcién f(x) esta definida por f(x) = , calcula ay b para que f sea
ax+b six>0’

continua y derivable.

Para que sea derivable ha de ser continua y como es continua para x # 0, tenemos que
hacer que sea continua en x = 0, han de ser iguales los limites laterales:

lim f(x)—llm(x -x)=0
x-0° =b=0
Im;n f(x) = I|m(ax +b)=Db
Si x #0la derivada es f'(x) { x* =1 six<0 y en x = 0 hallamos las derivadas
six>0
laterales f(O )= I|mf(x)—I|m (3x2-1)=-1; f'(0")= I|mf(x)—I|ma a e igualamos f(07) =

x-0"

F(0%); a=

Para que sea continua y derivable a=-1y b =0.
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eX x<0
@@ La funcioén f(x) esta definida f(x) = 1 0 <x<3. Estudia su continuidad y
-x2 +3x+2 x=3
derivabilidad.
sfesiesieSosedidl ok ok ok
Continuidad

@ Para x # 0 y x # 3 es continua pues las funciones de cada intervalo son exponenciales y
polindbmicas y por tanto continuas.

lim f(x) =lim e =e’ =1
Q@ Enx=0 {x-0 X como limf(x)=1=f(0), la funcién es continua en x = 0.
Ir? f(x) = I 1 1 X0
I|m f(x)—I|m1—1 o o .
®Enx=3 I m F(x) = "”g( 2 +3x+2)=2 como los limites laterales son distintos, no existe

limite en x = 3 y la funcién es discontinua en x = 3.
Teniendo en cuenta los tres puntos anteriores concluimos que la funcién es continua en
0 -{3}.

Derivabilidad
e* x<0
Paraxz0yx#3 f'(x)= 0 O0<x<3
-2x+3 X >3

®Enx=0, f(07)= Iir_r(w)_f'(x):Iirrg)(ex):e0 =1; f(0") = Iir?+f'(x)=lirr(1)(0):

Como las derivadas laterales en x = 0 no son iguales (F(0) =1 # 0 = f(0") ) no es
derivable en x = 0.

@ En x = 3 al no ser continua no puede ser derivable.
La funcion no es derivable en (0, 1) ni en (3, 2).
steskeske oD eR Il K

@@ Averigua para qué valores de x es f(x) = 0 en cada una de las siguientes funciones:

a) (x) = % X (Bx-8) = F(x)= —[2x 3x-8)+x23 = 2(6x ~16x +3x2) y ahora
igualamos a cero y resolvemos la ecuacion :
x=0
2 _ — _ —
9x* -16x =0 = x(9x 16)—0«=»{9X_16 Oax—%
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b) f(x) = x* + 2x* = f(x) = 4x> + 4x, y ahora resolvemos la ecuacion:

4x% +4x=0 = 4x(x*+1)=0;x =0pues x* + 1 0.

(22—+X1)2=o = 2x=0;
X

=(xX*+1) " =>f'(x)=- X - ahora igualamos a cero -

A 10)= 7 W

x=0.
d) f(x) = e*(x = 1); f'(x) =e*(x— 1) + e* = e*(x — 1 + 1) = xe* que igualamos a cero y resolvemos:
xe* =0 = x =0 ya que €" sélo se anula para x = - «,

steske kS feOapdesicsk sk

@D Halla los puntos en los que la pendiente de la recta tangente es igual a 0 en cada
una de las siguientes funciones.

Como la pendiente de la recta tangente en un punto es la derivada en ese punto,
hallamos la derivada primera e igualamos a cero:

2 2 _ _ 2 . 3 _ _ 3 _
a)f(x)= X2 + = f'(x) = 2x(x 1)2 (X2 t)y2x _ 2x 2); 2X2 2 __ 24X > ahora hacemos
x° =1 (x=1) (x*=1) (x°=1)
f(x) = 0; —(24—)(1)2 =0 =< 4x=0 < x=0 y=10)= %: -1 luego el punto pedido es (0, -1).
% — _
2,2 3 a4 a2 o4
b) f(x) = = = i(x) = XX 2'1)‘22“ =3 :X 22" =—— Igualamos a cero y resolvemos
X< =1 (x= =1) (x= =1) (x= =1)

x2=0=x=0

f'(x)=0 = x*-3x?2=0 = x?(x*-3)=0=>
) ( ) {X2—3=O:x:i\/§

(0,0)

Los puntos que anulan la derivada primera son: [—\/5,__ 32‘6}

343
B

€) f(x)= 2X22 —Sx f'(x) = (4x _3)(2‘X)‘(22X2 —3x)(-1) _ 8x — 6 — 4x? +3x2+ 2x2 - 3x _ —2x2 +8>;—6
-X (2-x) (2 - x) 2-x)
- 1
f'(x)=0 = 2%’ +8x-6=0 = X2—4X+3:O:>x:4i\/126 12 :4;2 :{3
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1,-1
Los puntos en que se anula la derivada primera son: {((3 _9)).

X241 2xx—(x*+1) _2x*-x*-1_x*-1
= f'(x)= 2 - 2 - 2
X X X X

d) f(x)=

f'(x)=0 o x2-1=0 = x =1
(-1-2)

Los puntos en que se anula la derivada primera son: { 12)

@ Averigua si en las siguientes funciones existen puntos en los que f' (x) = 0:

a) f(x)=

2X+_ 3 2x+1)=(2x=3) = 2X+2-2x+3 - luego la derivada primera

= f'(x)= 2 2 2
X+1 (x+1) (x+1) (x+1)

no se anula para ningun valor de x.

6Xx Lo B(X®+1)-6x2x _6x*+6-12x> _-6x°>+6
2 = fi(x) = 2 2 - 2 2 T2 2

x° +1 (x= +1) (x* +1) (x*+1)

f(x)=0;-6x°+6= 0; X =+1

b) f(x)=

-1-3
Los puntos en que se anula la derivada primera son: {( “ 3)).

¢) f(x) = In(x+1) = f'(x) :+1 gue no se anula para ningun valor de x.
X

d) f(x) =10 — (x - 2)* = f(x) = - 4(x -2)° luego para que f(x) =0, x—2 =0, es decirx =2 y el
punto en que se anula la primera derivada es ( 2, 10).

@@ Las siguientes funciones tienen algin punto donde la derivada no existe. Hallalos
en cada caso:

1
3¥/x2’
gue no esta definida para los valores que anulan al denominador, x = 0.

a) f(x)=%x = x5 = f'(x) :%x‘m = la derivada primera es una funcion de tipo racional

b) f(x)=vx+2 =f'(x)=
de f'(x) es (-2, + ).

luego la derivada no existe para x + 2 < 0, es decir el dominio

1
24X +2
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€) f(x)=/x? —1= fi(x)=— X=X
2Ux% -1 Jx% -1
2~ 1> 0, Dom(f(x)) = (- w, -1) 0 (1, +co).

funcidn que esta definida para valores de x tal que

-Xx+3 x<3
x-3 x=3

d) f(x)=x-3 |={
Continuidad

@ Para x # 3 es continua pues las funciones de cada intervalo son polinémicas y por tanto
continuas.

lim f(x) = lim(~x +3) = 0
®Enx=3 lim (x) = lim(x ~3) =0

como Iirr;f(x) =0 =f(3)es continua en x = 3.
Es continua en .
Derivabilidad

-1 x<3
1 x>3
®Enx=3, f(37)= Iin;nﬁ f'(x) = Iing(—1): -1; f'(3%) = Iirgf'(x): |i|’T;(1) =1

Para x # 3 f'(x) ={

Como las derivadas laterales en x = 3 no son iguales (f(3) =-1# 1 =f(3") ) no es
derivable en x = 3.

e) f(x) :|4X_ como se anula en x = 5/4 y negativa para x < 5/4 y positiva para x > 5/4, la
—1(4x -5) x< S
funcion a intervalos queda: f(x) = 2 4
1 5
—(4x-5 x=2—
2 4
Continuidad

@ Para x # 5/4 es continua pues las funciones de cada intervalo son polinémicas y por tanto
continuas.

lim f(x)= lim —1(4x—5)=0
® Enx=5/4 %5+ x-5/4 2

1 como Iim4f(x) =0=f(5/4) escontinuaenx =
lim f(x)= lim —(4x-5)=0
x-5/4* x-5/4 2

X-5

5/4.
Es continua en OJ.
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Derivabilidad
-2 x<5/4
Para x # 5/4 '(x) = x <8/
2 x>5/4
® Enx=5/4, f'(5/47)= lim f'(x)= lim (-2)=-2; f'(6/4")= lim f'(x)= lim (2)=2Como las
x-5/4" x-5/4 x-5/4* x-5/4

derivadas laterales en x = 5/4 no son iguales (f(5/4) = -2 # 2 = f(5/4") ) no es derivable en x =
5/4.

f) f(x) = [x* — 2x|, X* = 2x = 0; x(x —2) = 0, x = 0, y x = 2 la funcién queda:

X2 —2x x<0
f(x)=4-x*+2x 0<x<2
x2 —2x X>2

Continuidad

@ Para x # 0y x # 2 es continua pues las funciones de cada intervalo son polinémicas y por
tanto continuas.

lim f(x) =lim(x* -2x) =0

®Enx=0 ler; () = Ixi;rE(—xz +2%)=0 como Ixi[r(l)f(x) =0 =f(0), la funcion es continua en x =
x-0" X—

0.

lim f(x) = lim(-x* +2x) =0
®Enx=2 {x2 -2

como limf(x) =0 =f(2), la funcidon es continua en
lim f(x) = lim(-x* +3x+2) =2 limf(x)=0=f(2), la funci inua en x

X-2
= 2.
Teniendo en cuenta los tres puntos anteriores concluimos que la funcién es continua en
O.
Derivabilidad
2x -2 x<0
ParaxzZ0yx#3 f'(x)=<-2x+2 0<x<2
2x -2 X>2

& Enx =0, £(07)= lim f'(x) =lim(2x ~2) = =2; f'(0*) = lim f'(x) =

Como las derivadas laterales en x = 0 no son iguales (f
derivable en x = 0.

Iirrg(—2x +2)=2
(0)=-2#2=f(0%)no es
®Enx=3f(37)= Iir731_f'(x) =Iirrg(—2x+2)= -4; f'(3%) = Iirr31+f'(x)= Iirrg(2x—2) =4

Como las derivadas laterales en x = 3 no son iguales (f(3) = -4 # 4 = f(3") ) no es

derivable en x = 3.
stk kSRR ik

N
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@@ Esta es la grafica de una funcién y = f (x). Estudia su continuidad y derivabilidad.

f (x) es continua en R—{3}. En x = 3 presenta una discontinuidad

de salto finito. i 2 7
f (x) es derivable en R—{0, 3}. En x = 0 hay un punto anguloso (las ]
derivadas laterales no coinciden) y en x = 3 no es continua, por tanto, 2 4

no puede ser derivable.

x2 -5x+m x<1

2

Calcula m y n para que f sea
-X“+nx x>1

@@ Considera la funcién f(x):{

derivable en .

Continuidad

@ Para x # 1 es continua pues las funciones de cada intervalo son polinébmicas y por tanto
continuas.

lim f(x) =lim(x* -=5x +m)=—-4+m
@ Enx=1 %1 X1

, , ara que sea continua en x = 1 los limites
lim f(x):lqu(—x2 +nx)=n-1 parad
x-1* X -

laterales han de seriguales, luegon—1=m-4,n—m = -3.

Derivabilidad

2x-5 x<1
-2x+n x>1
@ Enx=1,f(17)= )|(IIT1'I f'(x) = Ixi[r}(Zx -5)=-3; f'(1") = )!IT f'(x) = Ixiiq(—Zx +n)=-2+n
Como las derivadas laterales, para que f(x) sea derivable en x = 1 han de ser iguales, -3

=-2+n,dedonden=-1.
Como n = -1, sustituyendo en n — m = -3, podemos despejar m: -1 —-m=-3, m = 2.

Parax # 1 f'(x) :{

x2+2x-1 x<1

@@® Estudia la continuidad y derivabilidad de esta funcion: f(x)={ ) )
X + X >

¢Existe algun punto en el que f' (x) = 0? Represéntala graficamente.
Continuidad
@ Para x # 1 es continua pues las funciones de cada intervalo son polinémicas y por tanto

continuas.
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I|mf( ):Iim(x2+2x—1):2
(x)—Ilm(x+1) 2

x -1

® Enx=1 { como IirT}f(x) =2 =f(1)es continuaen x = 1.

Es continua en 0.
Derivabilidad .

2x+2 x<1 ' o
1 X >1 'FT
@ Enx=1, f(17)= Iin11f'(x) :Iirq(2x+2):4;
f'(1") = Iirr11 f'(x) = Iirq(1) =1 !
Como las derivadas laterales en x = 1 no son

iguales (F(1) =4 #1=f(17) ) no es derivable en x = 11
1. o

Parax #1 f'(x) ={

La unica funcién de la derivada que puede # @ & 4 @ 1 @ 3 4 &
anularse es la correspondiente al primer intervalo de K
definicion 2x +2=0six=-1. s

@@ Halla ay b para que la funcién f(x) sea continua

2x+a x<-1
f(x) =< ax+b -1<x<0
3x2+2 x>0
Para los valores de a y b obtenidos, estudia la derivabilidad de f.

Continuidad

@ Para x # -1y x # 0 es continua pues las funciones de cada intervalo son polinémicas y por
tanto continuas.

I|m f(x)= I|m(2x+a)——2+a
I|m f(x) = I|m(ax+b) b-a

X -=1"

® Enx=-1 { como, para que la funcién sea continua en x = - 1,
los limites laterales han de ser iguales, ha de cumplirse -2 + a =b — a, es decir 2a—b = 2.

I|m f(x)= I|m(ax +b)=Db

como, | como, para que la funcién sea continua en x = -
lim f(x) = lim(3x? +2) = 2 paraq
X -

® Enx= 0{

0, los limites Iaterales han de ser iguales, ha de cumplirse b = 2.
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Han de cumplirse las dos condiciones : = 2a-2=2 < a=2.
2a-b =2

Por tanto f(x) sera continuasia=2y b = 2.

2x +2 X <-1
Con lo que la funcién queda f(x) =4 2x+2 —-1<x<0 que, como los dos intervalos
3x?+2  x=0
2x+2 x<0
primeros son iguales, se puede refundir en f(x) = ) .
3x“+2 x=0

Derivabilidad

2 x<0
6x x>0
@®Enx=0, f(07)= Iirglif'(x) :Iirrg(2) =2;f'(0")= Iirglf'(x) = Iing(ex):o
Como las derivadas laterales en x = 0 no son iguales (f(0) =2 # 0 = f(0") ) no es
derivable en x = 0.

Para x # 0f'(x) = {

NN BN A NN\ 4
sfesteske g e nsdiolc ok

eX+e7X

@@ Calcula £(0), siendo f(x) = In
2x +1

1/2
. eX+e™ (e +e™ ) [ [ x,—x)_
f(X) = |n[WJ —Eln(mJ —E[ln(e +e ) In(2X+1)]

o 1
X -X e~
f(x) = 1{6 —€ 2 }jf-(o)zé e’ 2 =1[1_1_2}=1(_2)=_1_

2| eX 4o 7% 2x+1 Q04 1 2041 2[1+1
0
e

@@ Halla la pendiente de la recta tangente a las siguientes curvas en los puntos
indicados:

a) y = sen x cos X en x = 174 b)y=xInxenx=e.
2
X 2_
¢)y=—enx=0yx=1. dy=eXTenx=1.
e
stesteske oD ER Al K
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a) y’ = COSX'COS X — SENX Senx = Cos°X — sen’x = cos 2x.
Ahora sustituimos x = 14, y’(174) = cos2:(1v4) = cos(1v2) = 0.
\ 1
b)y =xInx = y'=Inx +x— =Inx +1
X

Ahora sustituimos x=e, y'(e)=lne+1=1+1=2.

_x? ,2xeX —x%eX _eX(-x%+2x) _-x%+2x
e y=_=y= = R
° le*f ) e
' ' _1+2 1
Luego y(0)=—0:—:0, y'(1) = ==
e e
dy=e’"oy=2xe T y(N)=2e"" =
siestesleqpdpRpaeicolok

é[d. 4 A

a) ¢Cuales de estas funciones tienen puntos de tangente horizontal?

b) ¢Cual de estas graficas es la funcion derivada de una funcion polinémica de
primer grado?
¢) ¢Cual de ellas corresponde a una funcién polinémica de segundo grado?

NS N A NN\ 4
sestesk g e dieic ok ok

a) Los puntos de tangente horizontal son los puntos en los que se anula la derivada.
& f tiene un punto de tangente horizontal en x = -2, pues f' (-2) = 0.
& j tiene dos puntos de tangente horizontalenx =1yenx =3, puesj' (1)=j (3)=0.
& g y h no tienen ningun punto de tangente horizontal.

b) La derivada de una funcion polinémica de primer grado es una funcién constante. Por tanto,
esd'.

¢) La derivada de una funcién polindmica de segunda grado es una funcién polindmica de
primer grado. Por tanto, es f".
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CUESTIONES TEORICAS

Pag 167

@D Una funcién polinémica de tercer grado, scuantos puntos de derivada nula puede
tener? ;Puede tener uno o ninguno?

NN A A ZN VN 4
239759 72?%@ AW7ZR7R

La derivada de una funcién polinédmica de tercer grado es una funcion polinémica de un
grado inferior es decir de segundo grado.Por tanto, puede haber dos puntos, un punto, o
ningun punto, con derivada nula.

Por ejemplo:
X =
X =

fx)=x®—x=f (x)=3x°=2x; 3x?> -2x=0 = x(3x—2)=0:{ . Dos puntos

w|NO

f(x)=x}=f (x)=3x* = 3x* =0 = x = 0 = Un punto
f(x)=x3+5x+3=f(x)=3x*+5# 0 que no tiene solucién real = Ninguno.

@ Justifica que una funcién polinémica de segundo grado tiene siempre unpunto de
tangente horizontal.

@® Sea f una funcion de la que sabemos que:

F27) = fim TR -F@)_ f(2+h)-f(2) _,
Jim ——— —— —

f'(27) = lim
-0 h 27) h-o0*

-0

¢Es f derivable en x = 2?
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@® La funcion f (x) = Vx-3 es continua en x =3 y f '(3) = +~, ;Como es la recta
tangente a fen x = 37

steskeske oD eR Il K
x2
@@® Dada la funcion f (x) = P halla f' (x) y f " (x) aplicando dos veces la definicion de
derivada.
stesteske e A Il K
(x+hy* x? x? +2hx+h?* x? x? +2hx +h? - x?
f'(x) = lim w: lim 2 2 = 2 2 =i 2 =
h-0 -0 h h-0 h h-0 h

2hx +h? . h(2x+h) . 2x+h _2x+h _2x
— = lim im = =

= |im = 2 =x
h-0 2h h-0 2h h-0 2 2 2
£(x) = lim TXFEM =) _ oy X=X b o
h-0 h h-0 h h-oh h-o0

@® Sea la funcién f (x) = x|x| = {'

f,(X):{—zx st:f"(X):{—Z x<0

2x x>0 2 x>0
Ya que f(x) es continua en O, f(0)) =f(0") =0y f(0) = o] T
) 2% (0% :
| =2.
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@@ Prueba que la funcion f (x) = x + |[x — 3] no es derivable en x = 3.

Como x — 3 =0, es decir x = 3, para valores x < 3 |x — 3| = -x + 3 ya que es negativa y
para valores x > 3 |x — 3| = x + 3 ya que es positiva. La funcion convertida en funcién a trozos
queda:

£(x) = X-x+3 x<3 | 3 x<3
CIx+x-3 x>3 |2x-3 x>3

Continuidad

@ Para x # 3 es continua pues las funciones de cada intervalo son polinébmicas y por tanto
continuas.

lim f(x)= Iim3(3):3
= X3 X— i =3 = i =
®Enx=3 lim f(x)= lim (2x-3)=3 como )!lTsf(x) 3 =f(3)es continua en x = 3.
X—>3+ X-3
Es continua en [J.
Derivabilidad
-2 x<3
Parax # 3 f'(x) = X
2 x>3
@®Enx=3, f(37)= lim f'(x)=lim(-2)=-2; f(3") = lim f'(x)= lim(2)=2
X-3" x-3 x-3" x-3

Como las derivadas laterales en x = 3 no son iguales (f(3) = -2 # 2 = f(3%) ) no es
derivable en x = 3.

stesteste S ERORRR IOk
@® Calcula la derivada de orden n de la funcién f (x) = e*.
sfesiesieSossiedl i ook
f (x) = e
f'(x)=2-e*
f' (x) =22 - e*
' (x) =2"- e*
stesfeske e ER Al oIk
@@ Dada la funcion f (x) = e + In (1 — x), comprueba que f' (0) =0y f' (0) = 0. ;Sera
también "' (0) = 0?
sk sk SRR gE KKK
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f'(x):ex+1_—1:>f'(0):e0 —%:1—1:0
f"(x)=eX - L - :>f"(0):e°—1:1—1:0
(1-x) 1
f(x) =X ——=— = f(0)=e® -2 =1-2=-1%0
(1-x) 1
stestesie g feliaadieicok ik

@D ¢Cual de estas graficas representa la funcion f y cual su derivada f' ? Justifica tu
respuesta.

i ¥

a) 1 b)h <) d)

NS A NN\ 4
sfestesk g e dieic ok K

a) La funcion es una recta que tiene pendiente 3. Por tanto, su derivada es y = 3. Luego,
estas graficas si representan a una funcién y su derivada.

b) En x = 0, la funcion tiene un maximo; la derivada se anula. La recta tendria que pasar
por (0, 0). No representan, por tanto, a una funcioén y su derivada.

¢) En x = 1, la funcion tiene un maximo; la derivada se anula, y tendria que pasar por (1,
0). Estas tampoco representan a una funcién y su derivada.

d) La funcién es una recta de pendiente 0. Por tanto, su derivada es y = 0. Luego, estas
graficas si representan a una funcién y su derivada.

Por tanto, solo la primera y la ultima son validas.

®® La funcioén f (x) = x> + ax? + bx + ¢ verifica que f (1) =1,f'(1) =0y f" (1) = 0. Calcula
a,byc.

f (x) = 3x% + 2ax + b; f* (x) = 6x + 2a

Aplicando las tres condiciones tenemos un sistema de tres ecuaciones con tres
incoégnitas (a, b y c) cuya resolucion nos da los valores buscados

f1)=1+a+b+c =1 atb+c=0 c¢c=-a-b=3-3=0
f'(1)=3+2a+b=0 = {2a+b=-3 = b=-3-2a=-3+6 =3 luego:
f"(1)=6+2a=0 2a=-6 =-3

f(x) = x> =3x® + 3x.
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@@ Determina el valor de k que hace que la funcién f (x) =

tenga un solo punto

en el que se verifique f ' (x) = 0.

etk pRROTpR K
o eX(x% +Kk)-2xe* _ eX(x? -2x +k)
f(x)= =
(x2 +k)2 (x2 +k)2
X(y2 _
Sif(0) = e (x 2X2+k) =0 « x?> -2x+k =0, que para que tenga solucién unica su
b +)
discriminante b? — 4ac = 0; 4 — 4k = 0, es decir k = 1 para que f(0) sélo tenga una solucion.

®@® Calcula a, b y ¢ para que la funcién f (x) = ax? + bx + c pase por el punto (0, 3) y
verifique f'(1) =-2yf'(2)=0.

N 29N 29N 23 NN ZaN\A4
stesieckapdpapal ik

Hallamos la primera derivada: f' (x) = 2ax + b e imponemos las condiciones:

2a+b=-2
f(0)=3 ¢=3 _4a-b=0 a=1
ff)=-2 =« 2a+b=-2= " < b=-2-2a=-2-2=-4, luego la funcion es:
f'(2)=0 4a+b=0 -  _~ c¢=3
-2a=-2
f(x) = x* — 4x + 3.
etk R TpOREBI Nk

@® Halla los puntos de la funcién y = 2_x1 en los que la pendiente de la recta tangente
X —

es igual a —-2.

Si la pendiente de la recta tangente ha de ser —2, en esos puntos f'(x) = -2.

x=-1)-2x 2x-2-2x _ -2

2 2
S PR P

=2« (x-17=1- x—1:i1:>x:{

(0,£(0)) = (0,0)

Luego los puntos son: {
(2,1(2))=(24)

Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales Il.



Unidad 6 / Derivadas. Técnicas de derivacion 4 40

@® Halla ay b para que la funcién f (x) sea continua:

2

X +a x<-1
f(x)=<-2x3+b -1<x<0
eX-a x>0

Para los valores de a y b obtenidos, estudia la derivabilidad de f.
sfestesteSedesrar ek
Continuidad

@ Para x # -1y x # 0 es continua pues las funciones de cada intervalo son polinémicas y por
tanto continuas.

lim f(x)= Iim1(x2 +a)=1+a

@® Enx=-1%x-"1 X 3 como, para que la funcion sea continua en x =
lim f(x)= lim (-2x~ +b)=2+b
X - —1 X - =1

- 1, los limites laterales han de ser iguales, ha de cumplirse 1 + a=2+b, esdecira—b =1.

lim f(x)= |im0(—2x3 +b)=b

®Enx=0:x-0 X « como, para que la funcién sea continua en x = 0,
lim f(x)=lim(e” —a)=1-a
X4>0+ X_’O

los limites laterales han de ser iguales, ha de cumplirse b =1 -a.

-b =1
Han de cumplirse las dos condiciones :{a =1 2a=2 - a=1b=1-1=0.
a =

x2 +1 X <-1
Por tanto f(x) sera continua sia =1y b =0, quedando: f(x) = -2x3 -1<x<0
e*-1 x>0

Derivabilidad
2X X <-1
Parax#-1yx#0 f'(x)={-6x> -1<x<0
e* x>0
® Enx=0, f(07)= lim f'(x)= lim(-6x2)=0; f'(0") = lim f'(x)= lim(e*)=¢e® =1

I
XHO_ X—’O X~>O+ X—>0

Como las derivadas laterales en x = 0 no son iguales (f(0") =
derivable en x = 0.

0#1="f(0%)noes

® Enx=-1f(-17)= lim f(x)= lim (2x)=-2; (1) = lim (x)= lim (-6x%)=6

X = =1 X - —1 X - -1
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Como las derivadas laterales en x = -1 no son iguales (f(-1) =-2 # -6 = f(-17) ) no es
derivable en x = -1.

sfesteske oD ER Sl oIk
. . 1 . .
@@ ¢Existe algun punto en el que f (x) = m no sea derivable? Justifica tu
X
respuesta.
sfesie sk apdpOapaI ik

Pasamos la funcién en valor absoluto a una a trozos o intervalos:

L x<0

—

fx)=117%

—— x20
1+x

Continuidad

@ Para x # 0 es continua pues las funciones de cada intervalo son polinémicas y por tanto

continuas.
: : 1
lim f(x)= lim (1—j =1
® Enx=0{*"0 x~0 _1X como lim f(x) =1=1(0)es continua en x = 0 y por tanto
lim f(x)= lim [—j =1 x-0
X - 0 XHO 1+X
es continua en [J.
Derivabilidad
1 > X <0
Parax #0 f'(x) = (1 __)1()
5 X> 0
(1+x)

®Enx=0, f(07)= lim f(x )—nmL L ]—1 f(0* )= lim f(x)—llm[ _12]:—1
X0 (1-x)? -0’ (1+x)

Como las derivadas laterales en x = 0 no son |guales (f(0)=12-1=F(0%)) no es
derivable en x = 0.

f(x) es derivable en [J - {0}.
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