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PARA RESOLVER
DD

@) Calcula el limite de la funcion f{x) cuando x —» 0,x - 2, X —» 3, X - +00, X — -00:
fx) = (x-3)/(x2-5x+6)

b) Representa graficamente los resultados obtenidos.

sfesteske e OISR ik
a)
. -3 -3 1
@ lm . 2"2 ="2-__
x-0x2 -5x+6 6 2
x-3 _
x-3 -1 M e
# lim — > 2 =" indeterminado, hallamos los limites laterales {X~2 X~ ~9X+6
x=2x%-5x+6 0 lim —X 3 e
x-2" x2 —5x+6
Xo 2 1,9 1,99 1,999 1,9999
x-3
> - X -10 -100 -1000 -10000
X —-5x+6
x— 2° 2,1 2,01 2,001 2,0001
x—-3
— - = 10 100 1000 10000
X“ —-5x+6
&8 lim & = 0 Ind. Descomponemos en producto de factores y simplificamos:
x-3x% —-5x+6
“mx——3 Iimx—3—li 1 _L_l:']

x-3x2 -5x+6 x-3(x—-2)(x-3) x-3x-2 3-2 1

, x—-3 00
& lim 5 = —Ind. Resolvemos la indeterminacion:
X — +o0 x —5x+6 00
X _3 1.3 1_3
_ 2 2 I
im —X"3 o im X2 X iy X X o o 0
x—+ox2 —5x+6 x-+ox2 Bx B Xt §+£ 1_§+§ 1
2 2t 2 X x2 ©0
X< X X X
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x-3 _-

) 00 . . y:
& lim > Ind. Resolvemos la indeterminacion:
X-o—0x®-5X+6 @
_x 3 13 1 3
. -x-3 . 2 2 . X x2 _ o o _0O
I|m2—:I|m2X X_ = |im 5X6: °‘é°‘é:?:o
X=¥o X" +5x+6 quoxi+§+£ X—>+°°1+—+—2 1+ —+—
%2 x2 2 X X o o
b) '
6 ¥ =3
%2 By + 6
4_
2_
-H_‘_‘———\_
|:| ——
G F x| 0 z 4 ] =
Ry
.2_
o |
.E_
Bt kO RAR Ik

[ 24

@) Calcula el limite de la funcion y = (x2 — 9)/(x2 — 3x) en aquellos puntos en los que no esta definida.

b) Halla su limite cuando x — +00y cuando x — - o,
c) Representa la funcion con la informacion que has obtenido.

d) Cuales son los puntos de discontinuidad de la funcién?

NN N A A ZN ZN 4
sfesie sk apEROEReR I Ik

a) Como es una funcién racional, los puntos que no pertenecen al dominio son aquellos que
anulan el denominador x* — 3x = 0; x(x — 3) =0, x = 0 y x = 3, luego su dominio es R — {0, 3},

hallamos los limites en los puntos que no pertenecen al dominio( no esta definida):
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2

_ x?-9
x2-9 _ -9 ey
lim ="~ Ind. Limites laterales {* =0 X* ~3X
x-0x2 —3x . X“-9 _
lim = +oc0
x 0" x% =3x
X 0 -0,1 -0,01 -0,001 -0,0001
x? -9
5 -29 -299 -2999 -29999

X< —3X

x— 0* 0,1 0,01 0,001 0,0001
x? -9

5 31 301 3001 30001
X< —3X
_x?-9 0 -
lim 5 = — Ind, descomponemos y simplificamos:
x-3x“-3x O
2 — —
lim X 9 - Iim (x+3)(x 3): im x+3:3+3:§:2
x-3x2-3x x-3 Xx(x—-3) -3 X 3 3
2 _ _
b) lim )(2—9: lim w: lim X_+3:1_
X >t x4 —3x Xt X(X—3) X -t X
||
G l\
1 -
.l \ ¥ -4
x? - 3x
2_
T 0
T 5 T — T
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d) Es discontinua en x = 0 ( asintota vertical, pues su limite es infinito) y en x = 3 (
discontinuidad evitable pues su limite existe, se podria evitar haciendo que f(3) = 2).

D® Sea la funcion flx) =(x* - 3x3 + 2x2)/( x2-x).

a) Calcula: Iimof(x), Iim1f(x), lim f(x), lim f(x).

X - X - +o00 X —» —00

b) ;Cual es la funcién que coincide con f{x) excepto en x = 0y en x = 1?

€) .En qué puntos no es continua f{x)?

x*-3x3+2x%2 0

a) lim > =— Ind. Descomponemos y simplificamos.
x-0 X< —X
4 _n,3 2 2,02 _ 2/ _ _
im % 3x”° +2x - lim X (x 3x+2): lim X (x=2)(x 1): lim x(x=2) =0

x*-3x3+2x%2 0

lim = — Ind. Descomponemos y simplificamos.
x -1 x% - x
x4 -3x3 +2x2 x2(x2 -3x+2) _ . x*}(x=2)(x-1) _ ..
lim 5 = lim = lim = lim x(x-2) =-1.
oxt =33 e2x® w
lim > =— Ind.
X — *oo X< —X 00
x* 3x3 | 2x? 3.2
Ry R R T SR
lim = lim X—X X = |im X = 4w
X — *oo X2—X X — *oo X2 X X — *oo 7_i 0

b) La queda después de simplificar los factores x(x — 1), g(x) = x(x — 2).

€) No es continua en los valores que anulan el denominador x =0y x = 1 en donde la funcion (
al tener limites) tiene dos discontinuidades evitables si f(0) =0y f(1) = -1.
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x2-x _4-2_2 im =
lim —— = 5 =6 Ind . limites laterales<* ~ 2 2X2 -8
X-22x“ -8 lim X< - — o
x-2"2x° -8
X 2 1,9 1,99 1,999 1,9999
x% - x
> -2,19... -24.9 -249,68 -2499,68
2x< -8
X 2¢ 2,1 2,01 2,001 2,0001
x% - x
> 2,8 25,31 250,31 2500,31
2x< -8
im XX~ oo
2 B =
lim = 5 x _4+2_6 Ind . limites laterales?* ~ 2 2X2 -8
X--22x% -8 0 0 . X=X
lim = —00
x-2"2x%2 -8
X— -2 -2,1 -2,01 -2,001 -2,0001
x2 - x
5 7,39 75,44 750,44 7500,44
2x< -8
X -2° -1,9 -1,99 -1,999 -1,9999
x2 - x
5 -7,064 -74,56 -749,56 -7499,56
2x< -8
sfesie sk Sosicid i ok ok

stestesie SRR dl ok ook
lim [ 2+-2_1=2+ lim - X =2+ lim o xIx +L:2+1:3
X — +00 X +1 X - +00 X +1 X -+ X[ X +1/X 1+0

X — 400 X + X - —00 X + x oo X/X+1/X 1+0

O 27

lim (2+L]= lim (2+L]=2+ im X =24 gim XX —op 1 _oiqo3
X —» —00 X+1 1
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lim (2+—X j:+oo

lim (2 +Lj =2 +_—1 Ind. Hallamos los limites laterales <%~ " x+1
X - —1 X +1 0 , X )
lim [2 +_j —
X - _1+ X + 1
X -1 -1,1 -1,01 -1,001 -1,0001
X 11 101 1001 10001
X +1
X =17 -0,9 -0,99 -0,999 -0,9999
X -9 .99 -999 -9999
X +1
sfesiesieSosedidl i Sk ok

D@ Calcula el valor que debe tener k para que las siguientes funciones sean continuas:

X+1six<2
k—-x six>2

a) f(x) :{

O Primero estudiamos la continuidad de las funciones definidas en cada intervalo o

“trozo”:
O x +1 es una funcioén lineal que es continua en su intervalo de definicion.

O k - x es una funcién lineal (polinébmica de grado 1) y por tanto continua.

La funcion es continua para x # 2
® Ahora estudiamos la continuidad en los punto frontera (en x = 2 en este caso):

lim f(x)= lim (x+1)=2+1=3

| X+18IX<2 _ imiteslatera X 2" X2
(R L P
X—>2+ X—>2+

f(2) = 2+1 = 3 luego para que sea continua en x = 2 los limites laterales han de ser iguales e
igualaf(2), k—2=3,k=5.

X+k six<O0
x2-1six>0

b) f(x) :{

O Primero estudiamos la continuidad de las funciones definidas en cada intervalo o

“trozo”:
O x + k es una funcion lineal que es continua en su intervalo de definicion.

O x? - 1 es una funcién cuadratica (polinémica de grado 2) y por tanto continua.

La funcion es continua para x # 0.

® Ahora estudiamos la continuidad en los punto frontera (en x = 0 en este caso):
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| N lim f(x)= lim (x+k)=0+k =k.
f(x)={x+k SIX<O 0 fipfesiptprpps, Jx-0" T x-0

x2 -1 six>0 lim f(x)= lim (x> -1)=0% -1=-1
X—>0+ X—>O+

f(0) = k luego para que sea continua en x = 0 los limites laterales han de ser iguales e igual a
f(2), k =-1.

D® Calcula el valor de k para que cada una de las siguientes funciones sea continua:

x4 -1
a) f(x) = 1 Six#1
k six=1
4 _
Para x # 1 la funcién es continua pues la funcién racional . es discontinua en x = 1.
X_
x*-1_0
Iim1 50 Ind. descomponemos mediante Ruffini: 1 0 0 -1
X-1 X—
1 1 1 1
1 1 1 0
4 _ LAV 3 12
jim X1 i XD XX ()3 x4 x4 1) = 14141414
X—>1 X_1 X—>1 X_1 X—>1
x4 -
Como f(1) = k, para que sea continua Iim1 1 =f(1) « 4=k
X - X =
x? -1 1
b) f(X): 1 SIX<
k six=>1
Para x # 1 la funcion es continua.
Hallamos los limites laterales:
2 _ _
lim f(x)= tim X1 = gim SN i ke =2y dim f(x) = lim k =k.
X1 x-1 X—=1 x.1 x-1 X1 x 1 X -1

Para que f(x) sea continua los limites laterales han de ser iguales y por tanto k = 2.
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@D Estudia la continuidad de cada una de las siguientes funciones para los distintos valores del

parametro a:

x% +ax six<?2

a) f(x)=
{a-x2 Six>2
O Primero estudiamos la continuidad de las funciones definidas en cada intervalo o

“trozo™:
O x %+ ax es una funcién cuadratica que es continua en su intervalo de definicion.

O a - x* es una funcién cuadratica (polinémica de grado 2) y por tanto continua.

La funcion es continua para x # 2.

® Ahora estudiamos la continuidad en los punto frontera (en x = 2 en este caso):

lim f(x)= lim (x? +ax)=22+a2=4+2a

2 : -
f(x)= ¥ ¥ ax SIX= 20 fipisqtprls, x-2 2 ,
a-x° six>2 lim f(x)= lim (a-x“)=a-2“=a-4
x-2" x-2"

luego para que sea continua en x = 2 los limites laterales han de ser iguales, es decir 4 + 2a =
a—4;a=-8, sia#-8, lafuncion es discontinua en x = 2.

e six<0
X+2a six>0

b) f(x) :{

O Primero estudiamos la continuidad de las funciones definidas en cada intervalo o

“trozo”:
O e* es una funcion exponencial que es continua en su intervalo de definicion.

O x + 2a es una funcion lineal (polindmica de grado 1) y por tanto continua.

La funcion es continua para x # 0.

® Ahora estudiamos la continuidad en los punto frontera (en x = 0 en este caso):

lim f(x)= lim e®™ =e® =1.

ax H -
f(x)=18 SIXSO o fimiesisteres Jx .o x-0
Xx+2a six>0 lim f(x)= lim (x+2a)=2a
-0" x-0"

luego para que sea continua en x = 0 los limites laterales han de seriguales 1 =2a = a ZE’ Si

a # ¥ la funcién es discontinua en x = 0.
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@D Se considera la funcién fx) definida del modo siguiente:

| x+2]|six<-1
f(x) = x? si-1<x<1
2x+1  six>1

Se desea saber si es continua en todos los puntos o deja de serlo en alguno.

El trozo primero, en valor absoluto, se debe a su vez descomponer en dos intervalos
teniendo en cuenta la definicion de valor absoluto:

Comoparaque x+2=0,x=-2,six<-2,f(x)=-x-2 ysi—2<x<-1f(x)=x+ 2, luego la
funcion queda:

-X-2 six<g-2

X+2 si-2<x<-1
f(x)=1 , .

X< si-1<x<1

2x+1 six>1

En cada intervalo de definicidon, las funciones son continuas por ser polindmicas,
estudiamos la continuidad en los puntos de separacién o frontera, estudiando los limites
laterales:

Enx=-2
lim f(x)= lim (-x-2)=0
X =2 _X=-2 _ ~ luego los limites laterales existen y son iguales, como ademas es
lim f(x)= Ilim (x+2)=0
X~>_2+ XH_2+

igual a f(-2) = 0, la funcion es continua en x = -2.

En x = -1
lim f(x)= lim (x+2)=0
XH_']_ X~>_1_ T H H H
luego los limites laterales existen pero no son iguales, la
lim f(x)= lm x2=(-1)2 =19 P g
X—>_1+ X—>_2+

funcion es discontinua en x = -1.

Enx=1

lim f(x)= lim x? =1

X x -1 luego los limites laterales existen pero no son iguales, la funcion es
lim f(x)= lim (2x+1)=3
x 1" x> 1F

discontinuaen x = 1.

NN A NZSNZaN\ %
steske e SR deapdesicok sk
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@A) Estudia la continuidad de las siguientes funciones, represéntalas graficamente y di cuales son

sus limites cuando x — -, x - + 00 .

1six<0
a) f(x)={x+1si 0<x<1
x% —2x si1< x

En cada intervalo de definicidn las funciones son continuas, luego la funcién es continua
para x # 0y x # 1. Ahora estudiamos la continuidad en cada punto frontera:

Enx=0

lim f(x)= lim 1=1

x-0" x-0 P . . -
lim f(x)= lim (x+1)=1 como los limites laterales son iguales )!linof(x) 1pero como f(0) no
x-0" x-0"

existe, la funcion en x = 0, es discontinua evitable.

Enx=1 y 718 i
] ]
8 f
lim f(x)= lim x+1=2 ? II,-'
X -1 X -1 [
. . como /
lim f(x) = lim (x? -=2x) = -1 &
x -1 x 1" 3 !
los limites laterales no coinciden en 20 /
x = 1 tiene una discontinuidad de o

salto finito ( 2 —(-1) = 3). T — e —————

—&

lim f(x)= lim 1=1 -3
X —» —00 X —» —00 _.l
lim f(x)= lim (x? —2x) = +oo =
X - +00 X — +00 -
_H
—i
18
3x-x? six<3
b) f(x)=1x-3 si 3<x<6
0 six=6

En cada intervalo de definicién las funciones son continuas, luego la funcién es continua
para x # 0y x # 1. Ahora estudiamos la continuidad en cada punto frontera:
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Enx=3

lim f(x)= lim (3x-x2)=0

o3 X =3 como los limites laterales son iguales lim f(x)=0y como f(3
lim f(x)= lim (x-3)=0 g Jm (x)=0y (3)
x-3" X >

también es 0, la funcién en x = 3, es continua.

Enx=6
lim f(x )— I|m (x=3)=3
x -6 como los limites laterales no coinciden en x = 6 tiene una
lim f(x)= I|m 0=0
X 6" Xx-6"
discontinuidad de salto finito ( 3 - 0 =
3).
lim f(x)= lim (3x—x?)=-oo
X - —00 X - —00
lim f(x)= lim 0=0asintota 4]
X — +00 X — 400
horizontal por la derecha. : y
.-"—'-\.\\. r .
T |I ki L 3 T
L] 4 2 1 i i z 3 4 5 i T

~x2+5x si0<x<5

@@ Representa graficamente la funcién f(x) y estudia su continuidad: f(x) = _
x-5 si5<x<10

En cada uno de los intervalos de definicibn es continua ya que son funciones
polinébmicas, en los puntos frontera estudiamos los limites laterales:

Enx=0

lim f(x)=No existe

X0 . . . ,e . .

en x = 0 f(x) es discontinua pues no tiene limite por la izquierda
lim f(x)= lim (~-x +5x)=0 0 P P g
x 0" x 0"
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Enx=5

lim f(x)= lim (-x? +5x)=-52 +55=0
_ N

X~ X~ como ademas f(5) = 0, en x = 5 f(x) es continua.
lim f(x)= lim (x-5)=5-5=0 ©) 0
X—>5+ X—>5+
Enx=10 or
im f(x)= lim (x-5)=10-5=5 ]
x-10" x-10" en &
lim f(x)=No existe 1
x -10% 2
x = 10 f(x) es discontinua pues no tiene |
limite por la derecha. B

Es continua en (0, 10). 7

1 b sixs-
X2
@® Dada la funcién: f(x)=13x2 +4 si-1<x < 1y calcula el valor de b para que f{x) sea continua en x

-x3+8 si x=1

=-1. ;Es continua en x = 1?
siestesleqpdpRpaeicolok
Para que f(x) sea continua en x = -1 ha de cumplirse Iim1f(x):f(—1), para hallar el
X o~
limite calculamos los limites laterales:
, . 1
lim f(x)= Ilim (—2+bj:1+b
x- -1 x - =-1T\X luego1+b=7,b=6.
lim f(x)= lim (3x*+4)=7

X - _1 X - _1
Estudiamos la continuidad en x = 1
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lim f(x)= lim (3x? +4)=7

X1 X~ T 3 como los limites laterales son iguales lim f(x)=1f(1)=7,luego la
lim f(x)= lim (-x~ +8)=7 X -1
x - 1" x - 1F

funcién es continua en x = 1.

@® Representa, estudia la continuidad y halla los limites para x — -0y x - +o de la funcién:

2% six <1
f(x)=<2 si1<x<2
-x2 +4x si x=22
Stestesk BBOBEKkk

En cada intervalo las funciones son continuas, la funciéon es continua para x # 1 y para x
# 2, ahora estudiamos la continuidad en los puntos frontera:

Enx=1

lim f(x)= lim 2*=2"=2

x?1 x71
lim f(x)= lim 2=2
x1* x 1"
funcién es continua en x =1

como los limites laterales son iguales Iim1f(x)=f(1)=2,luego la
X -

En x = 2 N
lim f(x)= lim 2=2 3
X2 X2 .
lim f(x)= lim (-x? +8x)=-22 +82=12 2| —
x-2" x-2" 1.7
como los limites laterales no son iguales la P g
funcidén es discontinua (de salto finito) en x = 2. i -
4 3 2 ' 2 3 5
. . X _m—oco _ 1 1
lim f(x)= lim 2" =27 =—=—=0 Lty
X — —00 X - —co 2% 00
asintota horizontal por la izquierda. 2]
lim f(x)= lim (=x? +4x)=-oo

X — +00 X - +o0
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x% +2x +1 six < -1
@® Sea f(x)=:2x+2 si-1<x <2 Estudia su continuidad y represéntala graficamente.
-x2 +8x si x22

En cada intervalo las funciones son continuas, la funcién es continua para x # -1 y para x
# 2, ahora estudiamos la continuidad en los puntos frontera:

Enx=-1 16
155
lim f(x)= lim (x%+2x+1)=(=1)2 +2(-1)+1=0 141
X - _1_ X - _1_ 13
lim f(x)= lim 2x+2=2(-1)+2=0 . 4
X - _1+ X - _1+ -
s . 11 1
como los limites laterales son iguales :
Iim1f(x) =f(-1) =0,luego la funcién es continua en x = - 127
o ]
1 8
?'_
Enx=2 £ - 3
lim f(x)= lim (2x+2)=22+2=6 al /
X —>2_ X—>2_ -
como los 31/
lim f(x)= lim (-x? +8x)=-22 +82=12 .V
x-2" x-2% 1_
limites laterales son iguales lim f(x)=f(-1)=0,luego la /o
. . x -1 ‘s5a’z z o4 {01z 3 a s 6 7 &8 ¢
funcion es continua en x = -1 -1
-2 4
A
<} -

eX six<0
@® Dada f(x)=41 si 0<x<3 Estudia su continuidad y represéntala graficamente.
-x% +3x+2 si x23

NS A4 NN\ 4
sestesk g e deie ok ok

En cada intervalo las funciones son continuas, la funciéon es continua para x # 0 y para x
# 3, ahora estudiamos la continuidad en los puntos frontera:

Enx=0

lim f(x)= lim e* =e® =1

Xlrng_f(x)—xlfrr?_1 — 1 como los limites laterales son iguales Iimof(x):f(O):1,Iuego la
= = X >

x-0" x-0"

funcién es continua en x = 0.
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Enx=3
lim f(x)= lim 1=1
X—?3_ X—?3_ r . .
como los limites laterales no son iguales,
lim f(x)= lim (-x? +3x+2)=-32+33+2=2 J
X—>3+ X—>3+

luego la funcion es discontinua en x = 3.

18
Y lg

¥

{7

e

i

14

12 -

_:—'—'"_F'J'-, *
6 -4 -2 |4 2 4 8 8

L2

-3

-4

5

6

7

8

-9

-18
SRR ROREIOIK
, o . L g 15 +12
@@ El ntmero de individuos, en millones, de una poblacion, viene dado por la funcién: P(t) = ﬁ ,
t+1
donde t se mide en anos transcurridos desde t = 0.Calcula:
@) La poblacion inicial.
b) El tamafo de la poblacién a largo plazo.
R R ROREIOIK
2
+
a) P(0) = 15+0° 15 15 millones de individuos.
(0+1? 1
b) Se refiere al limite de P(t) cuando t — +o :
15 15
=+ -~
15+t 15+t 1542 2t o .
li > == Ind lim 5= lim — - lim = =1 millon de
too(1+4)° tho(1+t)? tee12t+t? e 1,2, 00012
t2 t 00 00

individuos.
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@® Una empresa ha establecido para sus empleados un incentivo (en cientos de euros) en relacién con
el valor x (en cientos de euros) de lo vendido por cada uno. Dicho incentivo sigue la funcion:

0,01x si 0<x<100

=13« 5100

2x +2300

@) Estudiar la continuidad de f(x). Indicar si el incentivo recibido por un empleado es sensiblemente
distinto si el valor de las ventas es ligeramente superior o inferior a 10 000 €.

b) :Cual es la cantidad maxima que un empleado podria recibir como incentivo si sus ventas fueran muy
grandes? Justifica tu respuesta.

a) La funcion esta definida para [0, +») y es continua en su dominio excepto para x = 100,
cuyos limites laterales no coinciden:

lim f(x)= Ilim 0,01x =1(100€)

x - 100~ x 100~
. . 30x 3000 3000
lim f(x)= | = =

im = = =12 (120€)
x - 100" x-100* 2x +2300 200 +2300 2500

Los empleados que venden un valor ligeramente menor de 10 000 € ( a la izquierda de x
= 100) tiende a ganar 100 €, como hemos visto al hallar los limites laterales, y si las ventas son
ligeramente mayores de 10 000 € (derecha de x = 100) tienden a ganar 120 €.

b) Para hallar la cantidad maxima hallamos:

fim f(x)= fim —>X =% jng Jim — 90X = jim — 30 -39 _45 (1 500 €)
X - 00 x—2X+2300 o x~=2x+2300 x-w, 2300 2
X
SRR ORI

@@ Las conclusiones de un estudio establecen que el nimero de individuos de una determinada
poblacion de una especie protegida vendra dado, durante los proximos afos, por la funcion f{t) =

15000t +10000 .

242 siendo t el nimero de anos transcurridos. Se pide:
+

@) Tamaiio actual de la poblacién.

b) :Cémo evoluciona el tamafio de la poblacién entre los afios 4 y 9?

€) Si esta funcién fuese valida indefinidamente, ¢se estabilizaria el tamafio de la poblacién? Justifica la
respuesta.

_ 150000 +10000 _ 10000
20+2 2

a) (0) =5000 individuos.
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15000-9 +10000 _ 15000-4 +10000
9)-f(4)_  29+2 24+2  _7250-7000 _
9-4 5 5

b) Se nos pide la TVM[4, 9] = i

50 individuos por afo.

¢) Es otra forma de pedirnos que hallemos el limite de la funcién cuandot — + o :

jim 12000t+10000 _ ;. 15000 _ 7500 individuos.
t o 4o 2t + 2 t L +oo 2
SRk SRR K KK

@D Se ha investigado el tiempo (T, en minutos) que se tarda en realizar cierta prueba de atletismo en
funciéon del tiempo de entrenamiento de los deportistas (x, en dias), obteniéndose que:

0 0=x230
T(x)=1%
1125 42 x>30
(x=95)(x—-15)

@) Justifica que la funcién T es continua en todo su dominio.

b) Por mucho que se entrene un deportista, ;serd capaz de hacer la prueba en menos de 1 minuto? ;Y en
menos de 2?

a) Dominio [0, 30].

& La funcion racional del primer intervalo es discontinua para x = -30, pero ese valor

X+
no pertenece a su intervalo de definicion, luego es continua para cualquier valor de su
intervalo x # 30.

&# La funcion racional del segundo intervalo 1125 es discontinua parax =5y x =

(x=95)(x—15)
15, pero esos valores no pertenece a su intervalo de definicion, luego es continua para
cualquier valor de su intervalo x # 30.

Continuidad en x = 30:

. . 300 300
lim T(x)= Iim ———=—-=5

x-30 x-30 X+31012560 1125 como f(30) = 300/60 = 5, la funcién es
im T(x)= lim +2= +2=5

x.30% x 30" (X =5)(x —15) 2515

continua en x = 30 y por tanto es continua en su dominio.

b) ElI mayor tiempo empleado es T(0) = 300/30 = 10 min y hallando el limite sabremos el
tiempo minimo:

lim T(x)= lim 1125 +2=1125
X — +0o X~>+°°(X_5)(X_15) o]

+2 =2min
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luego, por mucho que se entrene la marca no bajara de 2 min.

2x -4
X+2

@D Se ha comprobado que las pérdidas o ganancias de una empresa se ajustan a la funcién y =

siendo x los afos de vida de la empresa (x > 0) e y en cientos de miles de €.
@) Representa la funcion.

b) .En qué afio deja de tener pérdidas?

€) .Estan limitados sus beneficios? Si lo estan, ¢cual es su limite?

3% o% % A ZN ZN 4
sfesie sk apEpOeReR I Ik

Dominio (0, +o)

a)

b) Empieza a tener ganancias cuando la funcién sea igual o mayor que cero:

2x -4

e >0 = 2x-4=20 = x=2, luego deja de tener pérdidas a los 2 afos.
X

€) Tenemos que hallar el limite cuando x— +o:

2x 4 4 4
2x -4 v x 2-— 2- o
lim = lim XX = |im X = =2, el valor maximo del beneficio es de 200
Xo+o0 X+2 X o400 X 2 X _ 400 2 2
—+= 1+— 1+—
X X X 00
000 €.
siesteseapdpRpaeicolk
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@® Un comerciante vende un determinado producto. Por cada unidad de producto cobra la cantidad
de 5 €. No obstante, si se le encargan mas de 10 unidades, disminuye el precio por unidad, y por cada x
unidades cobra:

C(x) = 5x si 0<x<10
VvaxZ? +500 si x>10

@) Halla a de forma que el precio varie de forma continua al variar el nimero de unidades que se
compran.

b) A cuanto tiende el precio de una unidad cuando se compran "muchisimas" unidades?
SR BROBEOIOK

a) Las funciones son continuas en su intervalo de definicion, falta hacer que sea continua en el
punto frontera x = 10 haciendo que los limites laterales en x = 10 sean iguales:

lim C(x)= lim 5x=510=50

X107 X-10" .
—=4/100a + 500 =50;100a + 500 = 2500, es decir
lim C(x)= lim \/ax2 +500 =+/100a + 500
X-10" X-10"
2000

100a = 2500 - 500; 100a = 2000; a = 100 =20.

b) Es una forma de decirnos que hallemos:

im G \/20x +500 / 500 0+¥_\/ 500 _ 20 =
X o5+ X x_.+oo x_,+oo x_,+oo X

2./5 = 4.47 €/unidad.

CUESTIONES TEORICAS

@D Sea la funcion f (x) = (x2-4)/(x-2) El segundo miembro de la igualdad carece de sentido cuando x =
2. ;Gomo elegimos el valor de f{2) para que la funcién f'sea continua en ese punto?

etk SpRROTpIR kK
. _ x2-4 0 . L
lim f(x) = lim = —Ind. descomponemos para resolver la indeterminacion:
X2 XxX-2 X—2
2 _ -
jim X" "4 = jim XF2X=2) _ i 4 2)= 24224 luego f(2) = 4 para que sea continua en
X—>2 X_2 X—>2 X_2 X—>2
X =2.
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@® Expresa simbolicamente cada una de estas frases y y haz una representacion grafic42 de cada caso:

@) Podemos conseguir que f (x) sea mayor que cualquier nimero K, por grande que sea, dando a x
valores tan grandes como sea necesario.

b) Si pretendemos que los valores de g (x) estén tan proximos a 1 como queramos, tendremos que dar a x
valores suficientemente grandes.

€) Podemos conseguir que h(x) sea mayor que un nimero K, por grande que sea, dando a x valores
suficientemente proximos a 2.

NN N A A ZN ZN 4
siesiole @Rl daeicicok

a) lim f(x)=+oo b) lim g(x)=1  €) lim h(x)=+e

X — +oo X — 400

: fix]

T -

stesiesieRpapapapciok
@® De una funcién g se sabe que es continua en el intervalo cerrado [0, 1]y que para 0 < x < 1 es:
glx) = (x* + x) /x

;Cuanto vale g (0)?

Tiene que cumplirse g(0) = lim g(x)= tim X=X = jim XX* VD _ i (x+1)=1
x-0" x-0" X x-0* X x-0"

@® Escribe una definicion para cada una de estas expresiones y haz una representacién de f

a) lim f(x)=3 B) lim f(x)=-® €) lim f(x)=+o d) lim f(x)=-c

X — —00 X — +00 X -2 x-2"

Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales Il.



Unidad 5 /7 LimMitTeEs DE FUNCIONES - CONTINUIDAD 43

a) Podemos conseguir que f (x) esté tan préximo a 3 como queramos sin mas que darle a x
valores suficientemente grandes y negativos.

b) Podemos conseguir que f (x) sea tan /
negativo como queramos sSin mas que

tomar x tan grande como sea necesario. = _ ————""___ 3| | ...
€) Podemos conseguir que f (x) tome
valores tan grandes como queramos sin I
mas que darle a x valores tan préximos a 2
(pero menores que 2) como sea hecesario.

()

d) Podemos conseguir que f (x) tome
valores tan grandes y negativos como queramos sin mas que darle a x valores tan préximos a
2 (pero mayores que 2) como sea necesario.

NS N A4 NN\ 4
sestesk g e deie ok K

@@ Si una funcién no esta definida en x = 3, ¢puede ocurrir que lim f(x) =5 ? ;Puede ser continua la
X-3

funcién en x = 3?

Si puede ocurrir lim f(x) =5 a pesar de no estar definida en x = 3 por ejemplo

X-3
f(x) = %%_?’)cumple ambas condiciones.

No puede ser continua en x = 3 porque no existe f(3).

el dp TRk
@@ De una funcién continua, f, sabemos que fix) < 0si x < 2y flx) > 0 si x > 2. ;Podemos saber el valor
de lim f(x)
X-2

Como es continua y a la izquierda de 2 es negativa y a la derecha positiva, ha de pasar

por cero, luego Iim2 f(x)=0.
X >
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@@ Dibuja la grafica de una funcién que sea negativa si x < 2, positiva si x > 2 y que no tenga limite
cuando x tiende a 2.

Por ejemplo f(x) = — 51 l
X—2 ) :
5 :
- i
a- I
' l
x
f(x) = + |
X—2 !
2_
: l
11 l
| |
!
RN E N R
1 :
- i
2 :
| |
|
] i
|
) |
-} :
' I
sfesiesk QeI
@D Sea P un polinomio: P(x) = ax? + bx + ¢ Prueba que wtiene limite en 0 y calcula su
X
valor.
esteskap e OaRge ik
2 2
- +bx +c - + +
im P =PO) _ o axf+bx+c-c_ | axtex Lo x@x+1) lim (ax +1) =1
x-0 X x-0 X x-0 X x-0 X x-0
esteskap i OaeTeisksk
@@ Calcula sobre la grafica de esta funcion: ¥ "
a) lim f(x)=2 lim f(x)=2 * |
X~ =0 X~ +oo — " o
b) lim f(x)=-0 €) lim f(x)=+oo N y4
X =1 X2 - 2 1] 244 X
!
d) lim f(x)=-o |
x-2%
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@@ Halla, observando la grafica de esta funcidn, los siguientes ¥V
limites: f
a) lim f(x)=+w b) Ilim f(x)=-w rr"{

X —» +oo X -5 —00 -

\ I.-:r

€) lim f(x)=-0 d) lim f(x)=+o =

X2 X 2" Ll PN A x

JEN .

e) lim f(x)=-w f) lim f(x)=+w

X - _2_ X - _2_ rf

sfeoleske R apORRaRicoiok

PARA PROFUNDIZAR

@D FEstudia la continuidad de las siguientes funciones, definiéndolas previamente en intervalos, y
represéntalas:

a)y=1-|x| b) y=|x-3| x C)y=1/[x1| d)y=x|x]|

e)y=|x* 1 B)y=Ix—2]+ x|

NN A NN ZaN\ A4
TR 723%’%@%% RN7R7R

-f(x)sif <0

Como hay funciones en valor absoluto, recordamos la definicion: y =| f(x) |= _
f(x)sif =0

a) Es continua en R, pues es la diferencia de dos funciones continuas.

Pasamos a la funcion a trozos: 2]
Primero hallamos para que valor se anula la 1
funcion en el valor absoluto que en este caso es x = 0, o
para valores menores que cero [x| =-x, parax>01x|= "4 = =2 /1 |o

X, luego y queda: 1
1+x six<0

y = . que representamos: 2
1-x six=0

3_

b) Es continua en R, pues es la diferencia de dos funciones continuas.

Pasamos a la funcién a trozos:
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\_ Primero hallamos para que valor se anula la
_ funcién en el valor absoluto que en este caso es x - 3 =
3\ 0,x =3, paravalores x <3, |x-3|=-(x—-3)=-x+3,

para x > 3 |x - 3| = x - 3, luego y queda:

_|=x+3-x six<3 |-2x+3 six<3
y_{ X-3-X sisz_{ -3 six23
representamos:

que

o

€) Es continua en R =~ {1}, pues es racional que se anula en x -1 =0, es decir x = 1.

Pasamos a la funcién a trozos:

Primero hallamos para que valor se . ||
anula la funcidn en el valor absoluto que en ‘ ‘
este casoes x -1 =0, x =1, para valores x < i
1,x-1=-(x-1)=-x+1,parax>1]|x-1| | |
=x -1, luego y queda: 4 ’ ||
six<1 o
—J—X+ .
y 1 que representamos:
—  six=1
X _1 ________..r’/ \\"‘\_________
_I___ T o T T B—
4 2 u} 2 4

d) Es continua en R, pues es el producto de dos funciones continuas.

4- / .
Pasamos a la funcién a trozos:

Primero hallamos para que valor se anula la funcion en el
/ valor absoluto que en este caso es x = 0, para valores menores que
/ cero |x| = - x, para x> 0 |x| = x, luego y queda:

X(=X) six<0_{—x2 six<0

2 /D' 2 y_{x-x six20 | x2

_ que representamos.
X six=0
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e) Es continua en R. Pasamos a la funcién a trozos:
Primero hallamos para que valores se anula la funcién en el | .

I'. |

)

valor absoluto que en este caso es x°- 1 =0, x = + 1, para valores x
<1, [X*-1=x*-1,para-1<x<1,|[x*-1|=-x*+1, yparax =1,
I\.

luego y queda:
x2 -1 six<-1 \
y=4-x2+1 si-1<x<1 \ /
x% -1 Six>1 H"ﬁ.ﬂ /
/
VARV,
v o
N 0 2

que representamos:

f) Es continua en R, pues es la suma de dos funciones continuas.
Primero hallamos para que valor se anula la funcién en el valor

\ " ,/ absoluto que en este casoes x - 2 =0, x = 2, para valores x < 2,
: / Xx-2|=-(x—2)=-x+2,parax>2|x-2|=x-2, ademas para
valores menores que cero |[x| = - x, para x > 0 |x| = x, luego y
41 ___f' queda: luego y queda:
\; / -x+2-x six<0 -2x+2 six<0
: ' y={-Xx+2+x si0sx<2= 2 si0<x<2
X—2+X Six=>2 2x -2 Six=2
0 ______ querepresentamos:
-2 u] 2 4
stestesk RROTpR K

@® Representa y estudia la continuidad de la funcién siguiente:
{e" six<-1

f(x) =
x) |x* -x-2] si-1<x

Primero descomponemos la funcién en valor absoluto, hallando para que valor se anula:

_11\/1+8:113:{2
-1

x?-x-2=0=>x=
2 2

como esta definido para valores mayores de -1, en el intervalo -1< x < 2, |x*-x-2| = -x* + X + 2,
en el intervalo x > 2, [x?-x-2| = x? - x — 2, luego la funcién queda:
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e six<-1
f(x)=<-x*+x+2 si-1<x<2
x2-x-2 six=2

ahora estudiamos su continuidad:

Las funciones son continuas en sus intervalos de definicion ya que son exponenciales y
polindmicas.

Veamos que sucede en los puntosa frontera:

lim f(x) = lim (e*)=¢e™ :1 o
En x=-1 <{x--1 X1 e , como los limites son
Iin} f(x) = IirrL(—x2 +x+2)=—(-1)2+(-1)+2=0

diferentes, la funcion tiene en x = -1 una discontinuidad inevitable de salto finito.

lim f(x) = I|m( xZ+x+2)=—(2)*+2+2=0

E = 2 lIx-2 . ) = 0 |
nx lim f(x) = I|m (X2 -x=-2)=(2)?+2-2=0 como ademas f(2) a

x-2"

funcién es continua en x = 2.

Ahora podemos representarla:

5 a4 a3 2 o1z =z 4
et kB ROMEB Ik
) . L | X| _ L. ) . o
@® Estudia la continuidad de la funcién y = 2x + ~— en x = 0. ¢Qué tipo de discontinuidad tiene:
X
et sk RO TpRR Ik

Como el segundo sumando es de tipo racional, no existe para los valores que anulan el
denominador, que en este caso es x = 0. Descomponiendo el valor absoluto, tenemos:

que es continua en sus intervalos de definicion, pero

y = X
2x+5 six>0 2x+1 six>0

X

enenx =0, I|m f(x) = I|m(2x 1N=-1% I|m f(x) = I|n3+(2x +1) =1es discontinua, de salto finito.

-X
2x+—~ S'X<O_{2x—1 six<0

NN N A A ZN 7N 4
sieste sk B dioic ok o
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@® Dada f(x)= | l ,Justlﬁca que lim f(x)=1y Ilim f(x)=-1

X — +00 X - —00

Primero convertimos la funcién en valor absoluto en funcién a trozos:

- X §ix<0
f(x)=4 X+1 y ahora hallamos los limites pedidos:
—— six>0
X +1
lim f(x) = lim —— = lim R0 ST S B
X e xetmx ] e xX A x0T
X 1)
lim £(x) = fim — = fim —— XX =1 o 7Ty
X o0 X X X+ X ARSI P |
X 1)
sestesk e pDEp gtk
@@ Calcula :

lim vx2 +3x —x = —o Ind, resolvemos la indeterminacion:

X - +oo

lim X% +3x —x = lim (\/x2 +3x —XX\/XZ +3x +x): (\/x2 +3x)2 -x?

lim

= lim

(1 49

x% +3x - x?

X X0 X2 +3x +x X2t Ix? +3x+x T 4/x2 +3x +X

, 3x 00 , . .,
= lim ————=— Ind. ahora esta otra indeterminacion la resolvemos de otra forma:
X — +00 IXZ +3X + X 00

3x

lim = lim = |lim ———— = |lim

3
X — +00 X — +0o X - +0o X — +0o E
VX% +3xX +X \/x +3x /7+7+1 /1+7+1 /1+7+1

@D Calcula

a) lim [Vx? +2 -Vx* -4)= nm(\/( 2+2—\/(—x)2—4)=J[rpw(\/x2+2—\/x2—4)=oo—oo Ind.

X - —00

Resolvemos la indeterminacion multiplicando y dividiendo por el conjugado:
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(\/x +2 - \/x 4X\/x +2+\/x —4) (\/x +2 )2 (\/x - )2 xZ+2-x*+4

X*+°° (\/x +2 —/x2 —4) X”+°° Ix2+2-+x*-4 " +°°\/x +2 —/x2 —4

6 _6_
= lim —=0.
o x2 42— x2 -4
b) lim L -1 Ind. Resolvemos la indeterminacion multiplicando y dividiendo por
X2 X2 +4x —x ©~®

el conjugado:

im 1 — lim VX? +4x +x = lim VX% +4x +x \/x +4x+x_
2o X? +4x - X X”°°(x2+4x—xx\/x2+4x+x) m(«/x2+4x)2—(x)2 X*°°X +4x - x?

VX2 +4x +Xx _ o

=lim 2 =— Ind, vuelve a ser indeterminado pero la indeterminacion es diferente,
X -0 X 00

ahora para resolver la indeterminacion, dividimos numerador y denominador por x:

/ 4x
7+7+i
im A x? +4x+x —lim

X - 00 X - 00 X -0 4 4

@O Calcula :

| WV+x=1=x | _J1-41_0 . o -

|IIT(]) 3 0% "o Ind, para resolver la indeterminacion multiplicamos y
X - X

dividimos por el conjugado:

{(\/Hx -y1- XX\/1+X+\/1 x)} Im(\/1+x) (\/1 x) i { 1+ X -1+X }:
it =0 3xV+x +41-x) | = 3x(ﬁ+\/ﬁ)

3x(\/1+x +1- x)
= Jim| — = fim| ——2 =2 =2 _2_1
-0 3x(«/1+x wi-x)| =9 3irx++1-x)] |3[i+0+41-0)] 3(1+1) 32 3
steske e SR eapdesicoik sk
D Calcula los siguientes limites
a) I|m1_ 3-x = 1-v3-2 = 1-1 :9 Ind, multiplicamos y dividimos por el conjugado:
x-2  xX—2 2-2 2-2 0
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( \/3 XX1+\/3 X) Iim (1)2 _,(V3_X)2 v = lim 1-3+x =lim p —2 x =
o (x—2)(1+«/3—x) =2 (x=2)1+4B-x] *2(x- 2)(1+«/3 x) =2 (x = 2)1++/3-x)
» x-2 . 1 1 11
= IrT3(1+«/3 x) 1+4/3-2 1+1 2

x

b) Iirrg 'X+? 3. “90_3 :% Ind, para resolverlo multiplicamos y dividimos por el conjugado:
X - X

i (x+9-3 «/x+9‘+3):”m(«/xl+9)2 _“ x+9-9

x=0 xz(\/x+9+3) X0 x2( 0 x2( x+9+3j X*"x ‘ x+9+3)

. 1 1 .
=lim = — Ind, hallamos los limites laterales:
X*°x‘\/x+9 +3) 0

1 1
I|m oo, |im =
x‘\/x+9 +3) x-0" x‘\/x+9 +3)
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