UNIDAD 4 PROGRAMACION LINEAL AN |

Problema 1

ot 5= 10, et z%< 16: 20+ 5 < 20.

Problama 2
y—x = 2:x + 51%/2 10; x + Zg/S 16; 2x + y = 20

Para hallar los semiplanos validos usamos el origen de coordenadas (0,0)
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Problema 3
%wwwwmvwmw@mmdowoom{;mrm/mrm @W@500€%memW7OO
/&g/.%me@mmmda/mg/rmma&d@wpa&{w05€g/d@upw%w0,8€. %@%WWMWOﬁ(S’
€ ea/s/d@tqp@ c9</;1/w0,9 € éa/s/d@tqpa% %S@W@MW&MOWW&MWWZ@MM
a) cS)uwga/&twtodcveédmmamnaWbpa&d@tqpa%, leudntos kilos le caben aiin en sw
Wamta/?
b) Su%mbewwamtwmna/m/w&d@w’@a&{ lewdnta dinera le sobna? (Cudl serd el
ﬁmﬁd@?
c) é%sma@éwﬂwéwsbwm%%w400 @d@rmma&d@fq@a 9{%300 /ag/de/{qzw%7

a) 500 : 0,8 = 625 kg de naranjas de tipo B puede comprar. 700 — 625 = 75 kg le caben
aun en su furgoneta.

b) 700 - 0,5 = 350 € se gasta. 500 — 350 = 150 € le sobran. Beneficio = 700 - (0,58 — 0,5)
=56 €
€) 400 - (0,58 — 0,5) + 300(0,9 — 0,8) = 62 € de beneficio.

€EJERCICIOS Y PROBLEMAS PROPUESTOS

PARA PRACTICAR
TMinimize ba funcién f(x, y) - Zx + Sy sometide o los siguientes restricciones:
x=20,y=>0
2x+4y =8
2x-5y<0
-X+5y<5
sfeske sk e ROgR R e ste st
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U Representamos las rectas asociadas a las restricciones:

¥=1

W+ My=d 2w -ty =10 -+ Dy =5
I X y x|y
@0 2 @0 0 @0 1
@ 4 0 ® 5 2 @5 0

U Hallamos la region factible, estableciendo los semiplanos valido de cada restriccion,

tomando para la comprobacion el (1, 0):

Como x =2 0 e y = 0, estamos en el
primer cuadrante.

Como 21 — 5:0 = 2 > 0, el semiplano
valido esta en por encima de 2x — 5y = 0,
ademas de los puntos de la recta ( también
dice =).

Como 1 + 4.0 = 1 < 4, el semiplano
valido es el por encima de x + 2y = 4, ademas
de los puntos de la recta.

Como -1+ 5:0=-1<25, el semiplano
valido esta por debajo de - x + 5y = 5, ademas
de los puntos de la recta.

La region factible es el triangulo
ABC. Como es acotada el maximo, de
existir estara en uno de los vértices.
Hallamos las coordenadas de los tres
vértices resolviendo el sistema formado
por las ecuaciones de las rectas que, al
cortarse, lo forman:
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+2y=4 Off -2x-4y=-8

alX*2y=4 000 -2x-4y =8 g
2x-5y=0 Of, 2x -5y =0

2y =4

B X+ey O BYMNee. 7y = Qay-gx 4-2y=—
-X+5y=5 7
~x+5y =5

cl XTI smas, x = 5y—5 X =
2x -5y =0

9y =-8 = y=§;x=4—2y=%0:>A(§,§J

99
77

= C(25)

U Ahora hallamos el valor de la funcion objetivo en cada vértice:

((208)_,20 (B _40 64 _104
9 9 9 9 9 9 9

([109)_,10 g0 _20 72_g2
77 7 7 7 7 7

f(25)=22+55=4+25=29

y tomamos el valor menor que es 104/9, luego el minimo se alcanza en el punto A:

(208
9’ 9
sfesisteSpaeDaedsiotesk
ZMarimize y minimiza ba funciénp -1+ 2y - 3 con bas ciguientes restricciones:
2x-3y =0
5y<9
3x<2
sfesteste S gRaR e steste

Hallamos la region factible:

jll].::mr

Vemos que la restricciéon 5y < 9
es redundante y la podemos quitar y que
. la region factible es abierta inferiormente
", con un vértice superior en A, que es el
punto de corte de:
¥=18 J. : __.-"'.-. ' 2
1 L~ IX=2 = xX== 2 4
. 1P L . 3x 4:>A(—,—j
- - _____.-"’JJT 1 4 2x—3y=O:>y=—=— 39
.-".---l. 9
.'".-.-.-f
.-"'.-. i- |
j;}rfr 11
Ty —'-'I-' =0 |
0 i
3 2
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Si dibujamos la recta correspondiente a la funcion objetivo x + 2y — 3 = 0 y trazamos
paralelas a ella que recorran la funcién objetivo hacia abajo, observamos que su ordenada va
disminuyendo, luego no tiene minimo, y el maximo se alcanza en el vértice A:
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3Maximiza bo funcion z - 3 + 4y sujeta o las siguientes restricciones:
2x +3y 2 36

2x+2y 228 - x+y=14

8x+2y>232 = 4x+y =16

X+y=0

NN A %@% NN A
7N 8N 7N 78N 8N 7N

Representamos las rectas asociadas y hallamos la region factible, teniendo en cuenta
que esta :

© Eny por encima de 2x + 3y = 36 ya que 2-0 + 3-0 = 0 < 36.
® Enyporencimadex+y=14yaque0+0=0<14.

® Enyporencimade4x+y=16yaque4:0+0=0<16.

@ Enyporencimadex+y=0yaque1+1=2>0.
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La restriccidon x + y = 0 no influye y se puede despreciar.

De nuevo la region factible es abierta (superiormente), dibujamos la funcién objetivo (z) y
paralelas a ella recorriendo la regién factible y observamos que no hay maximo pues siempre
se puede conseguir un valor de z mas grande que uno dado:
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4 En lo region determinede por3x +y25,x-2y<0,x20ey =20, 4elle el punto
en gue lo funcién f(n y) - 24 + 4y aleanza oo valor minime. jPuede aleanzar su
mexime en esa region?

Representamos las rectas asociadas y hallamos la region factible, teniendo en cuenta
que esta :

©® Enyporencimade3x+y=5yaque30+0=0<5.
® Eny porencimade x-2y = yaque 1-2-1=-1<0.
© Eny aladerechade x=0yaquex=0.

©® Enyporencimadey=0yaquey =0.

¥
0
1

La region factible esta abierta superiormente y al trazar paralelas (en azul) a la funcién
objetivo z (en rojo) se observa que no tiene maximo pues z va creciendo indefinidamente al
recorrer la region factible hacia arriba.

El minimo esta en A:
{x—2y:0 OB  x-2y=0

O BT, 7x—10ax—m,y 5- 3x—§:>A(10 5]
3x+y=508 6x+2y=10 7 7 7

7

NN A N9/ \90/ \0/
AR AR AR
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2x+y =20
5 Caleuwls los puntos del recinte {2x~y <20 gue hacen minima ¢ méxime la funcién
0<y<20

z=-28+y sCuintas soluciones hay?
siestesleapdpapaesicolecte
Representamos la region factible que esta:

< Eny por encima de 2x + y = 20 ya que el (0,0) , que esta por debajo, no cumple la restriccion, 2-0 +
0 =0<20.

< Eny alaizquierda de 2x - y = 20 ya que el (0,0) , que esta a la izquierda, cumple la restriccion, 2-0 —
0=0<20.

<- Eny por encima de y =0.

<- Eny por debajo de y = 20.

2e+y=10 1‘\,r"E:
y zn:l :
’f La region factible es, pues, el triangulo

ABC.

Hallamos los tres vértice resolviendo el
sistema con las ecuaciones de las rectas
que se cortan segun esos puntos:

iy =g
a — = . v y - O
A = A(10,0)
2x+y =20
=20
\ Bl Y — B(0,20)
\ 2x+y =20
Y =20
" C{ y — C(20,20)
[ 2x+y =20 Hi-y=20_ | 2x-y =20
o [ 20 o | 0
10 ] 10 ]

Ahora hallamos el valor de la funcion objetivo en cada uno de los tres veértices:

ZpA(10,0)=210+0=20
Zg(0,20)=2:0+20 =20
Zc(20, 20) =2-:20 + 20 = 60

El minimo se alcanza en los vértices A y B y por tanto también en los infinitos puntos del
segmento AB, hay infinitos minimos ( los puntos de AB) como puede apreciarse en el dibujo ya
que la recta 2x + y = 20 y la funcion objetivo z = 2x + y son paralelas ( tienen los coeficientes de
las incognitas iguales).

El maximo se alcanza en el punto C( 20, 20) y vale z = 60, que también puede verse en
el dibujo que es la paralela a z en la region factible mas alta.

DA A N A
2 307 N7 Y 2 372 N7 Y
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6 (Ee posible marimizar p minimizar ba funcién z = & + g + 7 sujete o estos

restriceiones?

3x+4y-13=20

2x-3y-3<0

5x-y-27<0
sfesie sk geEpOgpaRsieolesk

Representamos la region factible que esta:

<~ Eny por encima de 3x + 4y = 13 ya que el (0,0) , que esta por debajo, no cumple la restriccion, 3-0 +

4-0 =0<13.

< Eny alaizquierda de 5x - y = 27 ya que el (0,0) , que esta a la izquierda, cumple la restriccion, 5-0 —

0=0<27.

< En y por encima de 2x - 3y = 3 ya que el (0,0) , que esta por encima, cumple la restriccion, 2-0 - 3-0

=0<3.

La region factible es abierta y la funcion
objetivo z = x + y +1 no tiene maximo ni
minimo pues siempre hay rectas
paralelas a ella que, pasando por la
region factible, dan valores mas o
menos altos que cualquiera (rectas sy r

de color azul).

rEf_:_,S-,I":J':l
[ 3x+dy=13 || Sx.y=27 || 2x-3y=3 |
" X i  § y
0 1344 0 27 0
133 | 0 75 10 37 0
etk B Ot stk

/las rectas 2n +y =78 24+ 3p - 26 4 1 + 4 - 16 se cortan dos o dos en tres puntos

gue con bos vértices de un tridngule 7. Sea S lo interseccion del tricngule 7 con el

primer cuadrante. #allae el marimo de lo funcién z

S.

Matematicas aplicadas a las Ciencias

=61+ 3y cuando 1 e y varian en

Sociales II.



UNIDAD 4 _PROGRAMACION LINEAL 1110

Representamos las tres rectas, el triangulo T y la region factible S:

]
K+y=1hg.

= o
v

2x+ Ay = 252

=
th @~ @O [}
|||||||'E'||||IIII i

= ko0

L]
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| 2x+y=18 | | 2x+3y=26 || x+y=16 |
X W X W W Y
0 18 0 2613 0 16
9 0 13 0 16 0

Para hallar los 6ptimos necesitamos las coordenadas de los cuatro vértices del
cuadrilatero:

=0
{ y — x =16 = A(16,0)

x+y—16
B xzézB(% Oj
2x+3y 26 3 3

2x+y=18 O, -2x-y=-18
{2x+3y 26 0f. 2x+3y=26
D{ x+y=18 0f 2x+y=18
x+y=16 0fa. -x-y=-16
Hallamos el valor de la funcion objetivo en cada uno de los cuatro vértices:

@)

O B8, 2y =8 - y:4;x:1ST_y:7:>C(7,4)

0 M08 x =2y =16 —x =14 = D(2,14)

za(16, 0) = 5:16 + 3-0 = 80.
Z5(26/3, 0) = 5-(26/3) + 3-0 = 130/3.
Zo(7,4) =57 + 3-4 = 47.

Za(2, 14) = 52 + 3-14 = 52,

El maximo se alcanza en A(16,

Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales |l.
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11
x20
| -X+12
& Dibuja el recinto gue cumple estas restricciones: y X4 - OO
y—4<
y+2x-5<0

a) localiza los puntos de este recinto en los gue ba funcion ebjetive Flu y) -4 + y se
kace mérime $ minime, respectivamente.

b) Sebre el mismo recinto, halle el méxime y el minimo de lo funcién ((4 y) - S -

4

Representamos la region factible:

¥+y=10 Dy= ¥=10
- | ary=-1 |
au+y=1 W Y
4-\[} 0 -1
3_
2_
E | Zx+y=5 |
X ¥
T v T /11 I2 I3 I4 Iﬁ IE I?’ [:I 5
a2 0

La rectay = 4 es horizontal y la x = 0 vertical ( el eje OY).

Para saber los semiplanos validos tomamos el (0, 0) que esta a la izquierda de 2x+y = 5
y cumple que 2-:0+0=0<5, porencimadex—y =1y cumpleque0—-0=0>-1.

Como es una region acotada los 6ptimos estaran en los vértices (o en algun lado):

A{X =0 — A(0,-1)

X-y=1=>y=-
=0

C{X — C(04)
y=4

p) Y74 :X:ﬂ:ﬂ:Z:D(‘l/ZA.)
2x+y =5 2 2

2x+y=5

E{X y JOBE. 3x=6 - x=2y=1=E@1
X-y=

Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales |l.
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Ahora podemos resolver los dos apartados:
a) La funcion a optimizar es F(x, y) = x + y ( en rojo en el dibujo).

Fa(0,-1)=0-1=-1.
Fc(0,4)=0+4=4.
Fo(1/2,4)=1/2+ 4 =45.
Fe(2,1)=2+1=23.
El maximo es el punto C(0, 4) y el minimo el punto A(O, -1).

b) La funcién a optimizar es G(x, y) = 5x + y ( en azul en el dibujo).

Ga(0, -1) =50 — 1= - 1.
Gc(0,4) =50+ 4 =4.

Go(1/2, 4) = 5(1/2) + 4 = 13/2 = 6,5.
Ge(2,1)=52+1=11.

Ahora el maximo es el punto E(2, 1) y el minimo el punto A(O, -1).
sfesteste S sRaR e steste
9 Considera el triéngule de vértices (0 0), (2, 8) 4 (70 3). Determine

rezonedamente:
a) £lpunte deltriingulo donde ba funcién f(1 p) - -1+ 4+ 9aloanze el mérimeo.
b) £lpunteo del tricngulo donde la funcion f(1 4) - 4+ 4 + 72 aleanze el mérime.

NN A NN A
siesieskSe e Odsdiscieoieok

Como el triangulo forma una region factible cerrada, los éptimos se alcanzaran en
alguno de los vértices( o los lados). Hallamos los valores de las funciones en los vértices:

a) f(x,y)=-4x+y+9
f(0,0)=-40+0+9=09.
f(2,8)=-42+8+9=0.
f(10, 3) = -4-10 + 3 + 9 = -28.

El maximo se alcanza en do vértices consecutivos y, por tanto, en los infinitos puntos
intermedios del lado que une esos dos vértices.

b) f(x,y)=4x+y + 12
f(0,0)=40+0+12=12.
f(2,8)=42+8+12=28.
f(10,3) =410+ 3 + 12 = 55.
El maximo se alcanza para el vértice (10, 3) y es 55.

NN A NN A
WNIRNTR NIRRT
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PARA RESOLVER

70 Un estudiante reparte propagande publicitaria en su tiempe bibre. Lo emprese A le
page 005 € por imprese repartide y lo empresa B, con folletos més grandes le paga
007€ por imprese. £L estudiante bleva dos bolsas: una para bos impresos de tipe A, en
ba gue le caben 720, y otra para los de tipe B en la gue caben 700, #a calewlade gue
cada dia puede repartir 150 impresos como méxime.

(Cuintes impresos habri de repartir de cade clase pare que su beneficio diario sea

méxime?

%

e
o

A N A
SR 2 307 N7 Y

\9/

[Planteamionty

El planteamiento de los problemas de programacion lineal se hace mas sencillo y
sistematico, en muchas ocasiones, si organizamos los datos e incognitas en una tabla, a partir
de la que escribiremos las restricciones y la funcién objetivo:

Tipo de impresos | Cantidad | Beneficio
A X 0,05x
B y 0,07y

<150 B(x, y)

® Restricciones:

< Los impresos de tipo A repartidos han de ser cero o un niumero entero positivo.

< Los impresos de tipo B repartidos han de ser cero o un niumero entero positivo.

<~ Los de tipo A repartidos han de ser como maximo 120 ( no le caben mas en la bolsa).
< Los de tipo B repartidos han de ser como maximo 100 ( no le caben mas en la bolsa).
<~ La suma de los repartido ha ser como maximo 150.

Transformadas en simbolos quedan:

x=0
y=0
Re striccionesy x<120
y <100
x+y <150

® Funcion objetivo: El beneficio = B(x, y) = 0,05x + 0,07y, que ha de hacerse maximo.

HESOIUC o

Una vez planteado el problema procedemos a resolverlo hallando, primero la region
factible a partir de las cinco restricciones:

Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales |l.
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¥=[120

_ Hemos tenido en cuenta, ademas de las
i evidentes, que el punto (0, 0) cumple el
| semiplano por debajo de x + y = 150,
para formar el pentagono del dibujo, en
_ el cual estara la solucién buscada.

5 Como es una region factible acotada, el
maximo estara en uno de los vértices (0
uno de los lados que unen vértices
consecutivos), luego necesitamos saber
las coordenadas de los cinco vértices

_ como punto de corte de las rectas que
_ : los forman, es decir, como solucion del
A = sistema formado por las ecuaciones de
"~f;=.;.':_'-- 36 4 5 0 70 B0 9 o0 ' '.*\,\.L las rectas que se cortan en cada punto:
X :
A{ = A(0,0)
y :
X =
B{ :> B(0,100)
y =10
cl Y100 L —450-y =50 = C(50100)
x+y =150

O

x =120
=y =150 -x =30 = D(120,30)
x+y—150

{y | =E(1200)

Ahora hallamos el valor de la funcién objetivo en cada uno de los cinco vértices y la
solucion buscada sera el maximo:

Ba(0, 0) = 0,05 -0 + 0,07- 0 = 0 €.

Bg(0, 100) = 0,05 -0 + 0,07- 100 = 7 €.
Bc(50, 100) = 0,05 -50 + 0,07- 100 = 9,5 €.
Bp(120, 30) = 0,05 -120 + 0,07- 30 = 8,1 €.
Be(120, 0) = 0,05 -12 + 0,07- 0 = 6 €.

Luego el beneficio maximo lo obtiene si reparte 50 impresos de tipo A y 100 impresos de
tipo B, que se corresponde con el vértice C( 50, 100), siendo este beneficio 9,5 €.

DA A %@% A A
76N 8N N 76N 8N /N
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