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111000 Estudia el rango de las siguientes matrices: 
 

 aaa)))   















−

−

1242
2132

2101
   

 ! Como hay varios elementos no nulos el rango es ≥ 1. 
 

 ! Como 03
32
01

≠=  el rango es ≥ 2. 

 ! Aunque 015
142
232

201
como,0

242
132
101

≠=−=
−

el rango es 3, ya que no puede ser 

mayor que tres al no tener nada mas que 3 filas. 
 

 bbb)))  

















 −

121
503
312
211

 

 ! Como hay varios elementos no nulos el rango es ≥ 1. 
 

 ! Como 03
12
11

≠=
−

 el rango es ≥ 2. 

 ! Como 0
121
312
211

y,0
503
312
211

=
−

=
−

el rango es 2, ya que los dos determinantes 

posibles de orden dos son nulos. 
"""!!#!!""" 

111111 Resuelve aplicando la regla de Cramer: 
 

 aaa)))  








−=+
=++
=−

1z2y3
0zyx2
2yx3

 Ran(M) = Ran(M*) = n = 3, luego es C. Determinado 

7
1
7

230
112
013
130

012
213

M
M

z;5
1
5

230
112
013
210
102
023

M
M

y;1
1
1

230
112
013
231
110
012

M
M

x zyx ==
−

−

−

==−=−=
−
−

==−=−=
−

−

−

==  

 Solución ( x = -1, y = -5, z = 7). 
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 bbb)))  








−=+−−
=−−

−=++

3zyx
1z3y2x

2zyx2
 Ran(M) = Ran(M*) = n = 3, luego es C. Determinado. 

 

2
11

22

111
321

112
311

121
212

M
M

z;2
11
22

111
321

112
131
311

122

M

M
y;1

11
11

111
321

112
113
321

112

M
M

x zyx −=
−

=

−−
−−

−−−
−

−

===
−
−=

−−
−−

−−
−

−

==−=
−

=

−−
−−

−−
−−

−

==  

 Solución ( x = -1, y = 2, z = -2). 
 

 ccc)))  








=−+
=++
=−+

1z2y2x3
0zyx
0zyx3

 Ran(M) = Ran(M*) = n = 3, luego es C. Determinado. 

 

3
1

6
2

223
111
113

123
011
013

M
M

z;
3
2

6
4

223
111
113
213

101
103

M
M

y;
3
1

6
2

223
111
113
221

110
110

M
M

x zyx −=
−

=

−

−
===

−
−=

−

−
−

−

==−=
−

=

−

−
−

−

==  

Solución : ( x = -1/3, y = 2/3, z = -1/3). 
 

 ddd)))  








=−
=−−
=+−+

0tz
2tyx
1tzyx

 Ran(M) = Ran(M*) = 3 < n = , luego es C. Indeterminado. 

 Usamos t = λ como parámetro pasándolo al segundo miembro y queda: 









λ=
λ+=−
λ−=−+

z
2yx
1zyx

 

λ=
−

λ−=

−
−
λ

λ+−
λ−

==
−

λ+=

−
−

λ
λ+

−λ−

==λ+=
−

λ−−=

−
−

λ
−λ+

−λ−

==
2

2

100
011
111

00
211
111

M
M

z;
2

1

100
011
111
10
021
111

M

M
y;

2
3

2
3

100
011
111
10
012
111

M
M

x zyx  

 

 Solución : ( λ=λ=λ+−== λ+ t,z,
2

1y,x 2
3 ) 

"""!!#!!""" 
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111222 Estudia la compatibilidad de estos sistemas: 
 

 aaa))) 








−=+
−=+

=−

5y2x5
1yx4

6yx
 M* = 

















−
−

−

5|25
1|14

6|11
 

 

 ! Como 05
14
11

≠=
−

 Ran(M) = 2. 

 

 ! Como 0
525
114

611
=

−
−

−
Ran(M*) = 2. 

 
 Como Ran(M) = Ran(M*) = n = 2, el sistema es compatible y determinado. 
 
 

 bbb)))  








=−−
−=−−
−=−+

0z2y2x
3z3yx2
2zyx

 M* = 
















−−
−−−
−−

0|221
3|312
2|111

 

 

 ! Como 03
12

11
pero0

221
312
111

≠−=
−

=
−−
−−
−

Ran(M) = 2. 

 

 ! Como 03
021
312
211

≠−=
−

−−
−

Ran(M*) = 3 

 
 Si Ran(M) = 2 < Ran(M*) = 3, el sistema es incompatible. 
 

"""!!#!!""" 
111333 Calcula la inversa de las siguientes matrices: 
 

aaa))) A = 
















302
010
121

 

 
 ! Primero hallamos el determinante de la matriz para saber si es regular: 
 

0123
302
010
121

≠=−= , luego admite inversa 
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 ! Matriz de los adjuntos 
 

AAdj = 
















−
−

−
=

























−

−−

−

101
416
203

10
21

00
11

01
12

02
21

32
11

30
12

02
10

32
00

30
01

 

 
 ! Traspuesta de los adjuntos 
 

( )
















−

−−
=

142
010
163

A
tAdj  

 ! Inversa 
 

A-1 = ( )
















−

−−
=

















−

−−

=
142
010
163

1
142
010
163

A
A

tAdj
 

  

bbb)))  B = 
















112
310
012

 

 
! Primero hallamos el determinante de la matriz para saber si es regular: 

 

02662
112
310
012

≠=−+= , luego admite inversa 

 ! Matriz de los adjuntos 
 

BAdj = 
















−
−

−−
=

























−

−−

−

263
021
262

10
12

30
02

31
01

12
12

12
02

11
01

12
10

12
30

11
31

 

 ! Traspuesta de los adjuntos 
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( )
















−
−

−−
=

202
626

312
B

tAdj  

 ! Inversa 
 

B-1 = ( )
















−
−

−−
=

















−
−

−−

=
101
313
2/32/11

2
202
626

312

B
B

tAdj
 

"""!!#!!""" 
 
PARA RESOLVER 
 
111444 Prueba, sin desarrollar, que estos determinantes son cero: 
 

 aaa)))  0
0270
235/2

40258
=−

−
pues C3 = -5C1, hay dos columnas proporcionales. 

 

 bbb))) 0
111
cba
555

)cba(
cbacbacba

cba
555

bacacb
cba
555

323 FFF =++=
++++++

 →
+++

+=  

ya que F1 = 5F3. 
"""!!#!!""" 

   

111555 Prueba, sin desarrollarlos, que el determinante a) es múltiplo de 3 y que el b) es 
múltiplo de 5: 

 aaa)))  
•

++= == → 3
525
174
232

·3
5215
1712
236

528
174
231

3211 CCCC . 

 

 bbb)))  
•

+= == → 5
322
674
125

·5
151010
674
125

936
674
125

323 FFF . 

"""!!#!!""" 
111666 ¿Para qué valores de a se anula este determinante? 
 

2a0)630)1a(8(
022
301a
451

0202
3001a
4501
2111

2111
111a
8321
2111

14

13

12

1

FF

FF

F2F

F

=⇒=+−+−=+
−−

−=
+

−−

 →
 →
 →

→

−−
−−
−

+

+

−
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111777 Estudia el rango de las siguientes matrices según el valor del parámetro que aparece en 
ellas: 
 

A = 















−
a13
211

012
 como es de 3x3 hallamos si el determinante depende de a: 

 

2aa46a2
a13
211

012
A −=−+−=−=  Si a � 2 = 0, a = 2. 

 

 ! Si a = 2 como |A| = 0 y 01
11
12

≠= , Ran (A) = 2. 

 
 ! Si a ≠ 2 como |A| ≠ 0, Ran(A) = 3. 
 

B = 
















−

−

213
43a
a12

 como es de 3x3 hallamos si el determinante depende de a: 



−

=
−
±=

−
±=⇔=+−−=++−−−=

−

−
=

1
8

2
97

2
817a08a7aa28a912a12

213
43a
a12

B 22  

 ! Si a = 1, |B| = 0 y 07
31
12

≠=
−

, Ran(B) = 2. 

 ! Si a = -8, |B| = 0 y 02
38
12

≠−=
−

−
, Ran(B) = 2. 

 ! Si a ≠ 1 ∧  a ≠ - 8, |B| ≠ 0, Ran(B) = 3. 
 

"""!!#!!""" 
 
111888 Estudia y resuelve estos sistemas homogéneos:  

aaa)))  








=+−
=−−
=−+

0zy2x
0z2y3x12
0zyx

 M* = 
















−
−−
−

0|121
0|2312
0|111

 

 

012432243
121
2312
111

M =−−−−+−=
−

−−
−

=  y 015123
312

11
≠−=−−=

−
 

luego Ran(M) = Ran(M*) = 2 < n = 3, sistema compatible e indeterminado. 
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 Como el determinante de orden 2 que hace el rango 2 esta formado por las dos primeras 
filas y las dos primeras columnas, pasamos z = λ como parámetro y tomamos las dos primeras 
ecuaciones para resolver el sistema: 
 

3
2

15
10

312
11

212
1

M
M

y;
315

5

312
11
32

1

M
M

x
2y3x12

yx yx λ=
−

λ−=

−

λ
λ

==λ=
−

λ−=

−

−λ
λ

==⇒




λ=−
λ=+

 

 La solución es : 





 λ=λ=λ= z,

3
2y,

3
x  

 bbb)))  



















−

−
=⇒











=−+
=++

=+−
=++

0|221
0|418
0|113
0|239

*M

0z2y2x
0z4yx8

0zyx3
0z2y3x9

 

0353691624636
418
113
239

≠−=−−+++−=− luego Ran(M) = Ran(M*) = 3 = n y el sistema 

sólo tiene la solución trivial, (x = 0, y = 0, z = 0). 
"""!!#!!""" 

 
111999 Resuelve los siguientes sistemas: 
 

aaa)))  








=++
=+−+
=−++

0ty2x3
0t2zyx2
0tzyx

 M* = 















−

−

0|1023
0|2112
0|1111

 como F3 = F1 + F2 podemos suprimir 

la tercera fila. Como 01
12
11

≠−= Ran(M) = Ran(M*) = 2 < n = 4, sistema compatible e 

indeterminado, tenemos que dejar dos ecuaciones ( las dos primeras) y dos incógnitas, 
tomamos como parámetros z = λ y t = µ: 

λ−µ=
−

λ+µ−=
µ−λ
λ−µ

=λ+µ−=
−

λ−µ=
µ−λ
λ−µ

=⇔




µ−λ=+
λ−µ=+

34
1

34

12
11
22

1

y,23
1
23

12
11

12
1

x
2yx2

yx
 

 La solución es : ( x = -3µ + 2λ, y = 4µ - 3λ, z = λ, t = µ). 
 

 bbb)))   



















=⇒











=++
=+
=+
=+

0|1110
0|1001
0|0101
0|0011

*M

0tzy
0tx
0zx
0yx
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03
111
101
011

·1

0111
1001
0101
0011

1110
1001
0101
0011

M

34

3

2

1

FF

F

F

F

≠=
−

−=

− →
→
→
→

=

−

luego Ran(M) = Ran(M*) = n = 4, 

luego el sistema sólo tiene la solución trivial ( x = 0, y = 0, z = 0, t = 0). 
"""!!#!!""" 

222000 Encuentra el valor de a para que este sistema  sea compatible: 
 
















=⇒









=+
=+
=+

3|1a
1|21
5|32

*M
3yax
1y2x
5y3x2

 

"""!!#!!""" 

7
6a06a792a10a3512

31a
121
532

*M =⇔=+−=−−−++== . 

 Si a = 6/7, como |M*| = 0 y 01
21
32

≠= , Ran(M) = Ran(M*) = n = 2, sistema compatible 

y determinado. 
 
 Si a ≠ 6/7, Ran(M) = 2 < Ran(M*) = 3, sistema incompatible.  
 

"""!!#!!""" 
 
222111 Expresa en forma matricial y resuelve utilizando  la matriz inversa: 
 

 aaa)))  







=
















−
−

⇔=⇒







=








=








−
−

=⇒




=−
=−

0
2

y
x

·
12
11

AX·M
0
2

A,
y
x

X,
12
11

M
0yx2
2yx

, luego  

M-1· M · X = M-1· A, X = M-1· A. Tenemos que hallar la inversa de M: 
 
 Primero hallamos el determinante de la matriz para saber si es regular: 

0121
12
11

M ≠=+−=
−
−

= , luego admite inversa. 

 Matriz de los adjuntos 

MAdj = 






 −−
=









−−

−−
11
21

11
21

 

 Traspuesta de los adjuntos 

( ) 






 −−
=

11
21

M tAdj  

 Inversa 

M-1 = ( )







 −−
=








 −−

=
11
21

1
11
21

M
M

tAdj
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X = M-1· A = 






−
=















 −−
2
2

0
2

·
11
21

. 

 bbb)))  








=++
−=−−
−=−+

5z3yx2
1zyx
1zy3x

M = 















−
−

=















=
















−−
−

5
1
1

A
z
y
x

X
312
111
131

 M·X = A; 















−
−

=































−−
−

5
1
1

z
y
x

312
111
131

 

luego M-1·MX = M-1·A, X = M-1·A, luego necesitamos hallar la inversa de M: 
 
! Primero hallamos el determinante de la matriz para saber si es regular: 

 

020912613
312
111
131

≠−=−+−−−−=−−
−

, luego admite inversa 

 ! Matriz de los adjuntos 
 

MAdj = 
















−−
−

−−
=

























−−
−

−
−−
−

−
−−

−

−−
−

−−

404
5510
352

11
31

11
11

11
13

12
31

32
11

31
13

12
11

32
11

31
11

 

 ! Traspuesta de los adjuntos 

( )
















−
−

−−−
=

453
055
4102

M
tAdj  

 ! Inversa 
 

M-1 = 
( )

















−−
−

−−−
−=

−

















−
−

−−−

=
453

055
4102

20
1

20
453

055
4102

M
M

tAdj

 

X = M-1·A = 















=
















−
−

















−
−

−−−
−

5/7
0

5/2

5
1
1

453
055
4102

20
1  

 
"""!!#!!""" 
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222222 Estudia y resuelve los siguientes sistemas: 
 

 aaa))) 














 −−
=⇒









=+
=++
=−−

3|103
1|312
2|211

*M
3zx3
1z3yx2
2z2yx

 

 Estudiamos los rangos de M y M*: 
 

 Como 03
12
11

y0
103
312
211

M ≠=
−

=
−−

= , Ran(M) = 2. 

 Como 0
303
112
211

=
−

ya que F3 = F1 + F2, Ran(M*) = 2. 

 Si Ran(M) = Ran(M*) = 2 < n = 3, el sistema es compatible e indeterminado ( 
uniparamétrico). Lo resolvemos usando las dos primeras ecuaciones y tomando z = λ y 
pasándolo al segundo miembro, tenemos: 
 

3
73

12
11
312
221

M
M

y;
3

3

12
11

131
122

M
M

x
31yx2
22yx yx λ−−=

−
λ−
λ+

==λ−=
−

λ−
−λ+

==⇒




λ−=+
λ+=−

 







 λ=λ−−=λ−= z,

3
73y,

3
3x  

 bbb)))  



















−
−−

=⇒











=+
−=+

=−−
=++

0|032
1|110

0|721
2|111

*M

0y3x2
1zy

0z7y2x
2zyx

 

 
 Estudiamos los rangos de M y M*: 
 

 Como ⇒≠=−− 05
110
721

111
Ran(M) = 3. 

 Como 0
032
331
721

2

0032
0331
0721
2111

0032
1110

0721
2111

*M

4

13

2

1

F

FF2

F

F

=
−−

−=
−−

→
 →

→
→

−
−−

= + , Ran(M*) = 

3. 
 
 Si Ran(M) = Ran(M*) = n = 3, el sistema es compatible y determinado, lo resolvemos 
usando la regla de Cramer, utilizando las tres primeras ecuaciones: 
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2
5
10

110
721

111
110
701

121

A
A

y;3
5

15

110
721

111
111
720

112

A
A

x
1zy

0z7y2x
2zyx

yx −=−=

−−

−
−

====

−−

−
−−

==⇒








−=+
=−−
=++

 

1
5
5

110
721

111
110

021
211

A
A

z z ==

−−

−
−

== , Solución ( x = 3, y = -2, z = 1). 

"""!!#!!""" 
 
222333 Discute los siguientes sistemas según los valores del parámetro m: 
 

 aaa)))  
















−
=⇒









=+−
=++
=++

2|m11
m|111
4|11m

*M
2mzyx
mzyx
4zymx

 obtenemos los valores para la discusión a 

partir de 1m01mmm111m
m11
111
11m

M 22 ±=⇒=−=−+−+−=
−

=  

 

 # Si m = 1, 
















−
=

2|111
1|111
4|111

*M Ran(M) =  2 ( F1 = F2) y 02
11

11
≠−=

−
, pero Ran(M*) 

= 3 ya que 06
211
111
411

≠−=
−

, luego el sistema es incompatible. 

 

 # Si m = -1, 
















−−
−

−
=

2|111
1|111

4|111
*M Ran(M) =  2 ( C2 = C3) y 02

11
11

≠−=
−

, pero 

Ran(M*) = 3 ya que 08
211
111
411

≠−=
−

−
, luego el sistema es incompatible. 

 # Si m ≠ 1 y m ≠ -1, Ran(M) = Ran(M*) = n = 3, luego el sistema es compatible y 
determinado. 
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 bbb)))  














 −
=⇒









=++
=++

−=++

1|1m1
m|m12

1m|111
*M

1zmyx
mmzyx2

1mzyx
 obtenemos los valores para la 

discusión a partir de 

 




=
−

±−=
−

−±−=⇒=−+−=−−−++==
2
1

2
13

2
893m02m3mm21mm21

1m1
m12
111

M 22  

 

 # Si m = 1, 















=

2|111
1|112
0|111

*M Ran(M) =  2 ( F1 = F3) y 01
12
11

≠−= , pero Ran(M*) = 3 

ya que 02
211
112
011

≠−= , luego el sistema es incompatible. 

 

 # Si m = 2, 















=

1|121
2|212
1|111

*M Ran(M) =  2 ( C1 = C3) y 01
12
11

≠−= , y Ran(M*) = 2 

ya que C1 = C3 = C4 y 01
12
11

≠−= , luego el sistema es compatible e indeterminado ( Ran(M) 

= Ran(M*)= 2 < n = 3 . 
 # Si m ≠ 1 y m ≠ 2, Ran(M) = Ran(M*) = n = 3, luego el sistema es compatible y 
determinado. 

 ccc)))  















=⇒









=++
=++
=++

2|432
0|1m1
0|321

*M
2z4y3x2
0zmyx
0z3y2x

 

 

1m02m283m649m4
432
1m1
321

M =⇒=+−=−−−++==  

 

 # Si m = 1 















=

2|432
0|111
0|321

*M , Ran(M) = 2 ( F3 = F1 + F2) y 01
11
21

≠−= , pero 

Ran(M*) = 3 ya que 0242
232
011
021

≠−=−= . El sistema es incompatible. 

 
 # Si m ≠ 1, Ran(M) = Ran(M*) = n = 3 y el sistema es compatible y determinado. 
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 ddd)))  















=⇒









=++
=++
=++

4|11m
5|131
4|1m1

*M
4zymx
5zy3x
4zmyx

 

 





=±=±=⇒=+−=−−−++==
1
3

2
24

2
44m03m4mm1m3m13

11m
131
1m1

M 22  

 

 # Si m = 1, M* = 
















4|111
5|131
4|111

, como F1 = F3 y 02
31
11

≠= Ran(M) = Ran(M*) = 2 < n 

= 3 y el sistema es compatible e indeterminado ( uniparamétrico). 
 

 # Si m = 3, M* = 
















4|113
5|131
4|131

 las filas 1 y 2 tienen los mismos coeficientes pero 

distintos términos independientes, el sistema es incompatible. 
 
 # Si m ≠ 1 y m ≠ 3, Ran(M) = Ran(M*) = n = 3, sistema compatible y determinado.  
 

"""!!#!!""" 
 

222444 Discute los siguientes sistemas homogéneos en función del parámetro a 
  

En los sistemas homogéneos Ran(M) = Ran(M*) ya que los términos independientes son 
nulos. 
  

aaa)))  
















−−
−

−
=⇒









=−−
=−+
=+−

a43
321

112
M

0azy4x3
0z3y2x
0zyx2

 

5a025a5a24694a4
a43
321

112
M −=⇒=−−=−−−+−−=

−−
−

−
=  

 

 # Si a = -5, como 05
21
12

≠=
−

 Ran(M) = Ran(M*) = 2 < n = 3 y el sistema es 

compatible e indeterminado. 
 
 # Si a ≠ - 5, Ran(M) = Ran(M*) = n = 3 y la solución es la trivial ( x = y = z = 0). 
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bbb)))  
















−
=⇒









=+−
=+
=++

a12
20a
111

M
0azyx2

0z2ax
0zyx

 



−

=
−
±=

−
+±=⇒=+−−=−++−=

−
=

2
3

2
51

2
2411a06aaa24a

a12
20a
111

M 22  

 

 # Si a = -3, como 03
03
11

≠=
−

 Ran(M) = Ran(M*) = 2 < n = 3 y el sistema es 

compatible e indeterminado. 
 

 # Si a = 2, como 02
02
11

≠−=  Ran(M) = Ran(M*) = 2 < n = 3 y el sistema es 

compatible e indeterminado. 
 
 # Si a ≠ 2 y a ≠ -3, Ran(M) = Ran(M*) = n = 3 y la solución es la trivial ( x = y = z = 0). 
 

"""!!#!!""" 
 

222555 aaa))) Considera la matriz A = 






 −
112
101

y calcula el rango de las matrices AAt y AtA. 

 
bbb))) Resuelve el sistema de ecuaciones lineales homogéneo cuya matriz de coeficientes es AtA. 
 
ccc))) Resuelve el sistema de ecuaciones lineales homogéneo cuya matriz de coeficientes es AAt. 
 

 aaa)))  







=

















−







 −
=→

















−
=

61
12

11
10
21

·
112
101

A·A
11
10
21

A tt como 011
61
12

≠= el rango es 2. 
















=







 −

















−
=

211
112
125

112
101

·
11
10
21

A·At  como 08512210
211
112
125

=−−−++=  y 

01
12
25

≠=  el rango es 2. 

 bbb)))  








=++
=++
=++

0z2yx
0zyx2
0zy2x5

como Ran(M) = Ran(M*) = 2 < n = 3, el sistema es compatible e 

indeterminado, nos sobra una ecuación ( la tercera ya que las dos primeras hacen el rango 2) y 
una incógnita debe pasar al otro miembro como parámetro, z = λ: 
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λ=λ+λ−=
λ−
λ−

=λ=λ+λ−=
λ−
λ−

=⇒




λ−=+
λ−=+

3
1

25

12
25

2
5

y;
1

2

12
25
1
2

x
yx2
y2x5

, la solución ( x = λ, y  

3λ, z = λ)  
 

 ccc)))  




=+
=+

0y6x
0yx2

 como Ran(M) = Ran(M*) = n = 2, la solución es la trivial (x = 0, y = 0). 

"""!!#!!""" 
 

26 Dadas A = 















−

−

020
021
113

 y B = 















−

102
121
020

 

aaa))) Halla A-1 y B-1.  
bbb))) Halla la matriz inversa de A·B.  
ccc))) Comprueba que (AB)-1 = B-1 · A-1. 

"""!!#!!""" 
aaa)))  

A = 















−

−

020
021
113

 

 
 ! Primero hallamos el determinante de la matriz para saber si es regular: 
 

02
020
021
113

≠=−
−

, luego admite inversa 

 ! Matriz de los adjuntos 
 

AAdj = 















=

























−
−−

−
−

−
−

−
−

−
−

−

512
602
200

21
13

01
13

02
11

20
13

00
13

02
11

20
21

00
01

02
02

 

 
 ! Traspuesta de los adjuntos 
 

( )















=

562
100
220

A
tAdj  
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 ! Inversa 
 

A-1 = ( )















=

















=
2/531
2/100

110

2
562
100
220

A
A

tAdj
 

B = 















−

102
121
020

 

 
 ! Primero hallamos el determinante de la matriz para saber si es regular: 

0224
102
121
020

≠=−=− , luego admite inversa 

 ! Matriz de los adjuntos 

BAdj = 
















−
−
−

=

























−
−

−

−−

−
−

−

202
402
412

21
20

11
00

12
02

02
20

12
00

10
02

02
21

12
11

10
12

 

 ! Traspuesta de los adjuntos 

( )
















−

−−
=

244
001
222

B
tAdj  

 ! Inversa 

B-1 = ( )
















−

−−
=

















−

−−

=
122

002/1
111

2
244

001
222

B
B

tAdj
 

 

 bbb)))  A · B = 
















−
−−

−
=
















−
















−

−

242
262

283

102
121
020

·
020
021
113

 y ahora la inversa: 

 ! Primero hallamos el determinante de la matriz para saber si es regular: 

04322424321636
242
262

283
≠=−−−++=

−
−−

−
, luego admite inversa 
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! Matriz de los adjuntos 

(A·B)Adj = 















−
−

=

























−
−

−−
−

−
−

−
−

−
−
−

−

−
−−−

−
−

−

224
428
404

62
83

22
23

26
28

42
83

22
23

24
28

42
62

22
22

24
26

 

 
 ! Traspuesta de los adjuntos 
 

( )
















−−
=

244
220
484

B·A
tAdj  

 ! Inversa 
 

(A·B)-1 = ( )
















−−
=

















−−
=

2/111
2/12/10

121

4
244
220
484

B·A
B·A

tAdj
 

 

 ccc)))  B-1·A-1 = 1)B·A(
2/111
2/12/10

121

2/531
2/100

110
·

122
002/1
111

−=
















−−
=

































−

−−
. 

"""!!#!!""" 

222777 Dada A = 















−

101
211
011

 , determina la matriz B que verifica B -I= AtA-1 . 

"""!!#!!""" 















 −
=⇒
















−=

120
011
111

A
101
211
011

A t  hallamos A-1: 

 Primero hallamos el determinante de la matriz para saber si es regular: 

04121
101
211
011

≠=++=− luego admite inversa 

 Matriz de los adjuntos 

AAdj = 
















−
−

−
=

222
111
131
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Traspuesta de los adjuntos 

( )
















−
−

−
=

211
213

211
A tAdj  

 
 Inversa 
 

A-1 = ( )
















−
−

−
=

















−
−

−

=
211
213

211

4
1

4
211
213

211

A
A tAdj

 

 
 Ahora : 
 

At·A-1  = 
















−

−−
=

















−
−

−















 −
=

















−
−

−















 −

235
004
613

4
1

211
213

211
·

120
011
111

4
1

211
213

211

4
1

120
011
111

 

Luego B = At·A-1 + I = 














 −
=
















+

















−

−−

2/14/34/5
011

2/34/14/1

100
010
001

235
004
613

4
1   

"""!!#!!""" 
222888 Discute el siguiente sistema y resuélvelo, si es posible, en el caso a = 4: 

















−−
+

−
=⇒









=−+−
+=+

=−

a2|)1a(a11
1a2|a01

a|011
*M

a2z)1a(ayx
1a2zax

ayx
22  

 

|A| = 




=⇔=−
=

⇒=−=−++−=
−−

−

1a01a
0a

0)1a(a)1a(aaa
)1a(a11

a01
011

222  

 

 Si a = 0,
















−

−
=

011
001
011

M  |M| = 0 y 01
01
11

≠=
−

 luego Ran(M) = 2 y como 

011
011
101
011

=+−=
−

−
, Ran(M*) = 2 < n = 3, el sistema es compatible e indeterminado. 

 

 Lo resolvemos tomando las dos primeras ecuaciones 




=
=−
1x

0yx
 ( x = 1, y = 1, z = λ). 
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 Si a = 1 M* = 
















−

−

2|011
3|101
1|011

 Ran(M) = 2 ya que |M| = 0 y 01
01
11

≠=
−

 y Ran(M*) = 3 

ya que 012331
211
301
111

≠=++−−=
−

−
 luego el sistema es incompatible. 

 
 Si a ≠ 0 y a ≠ 1, Ran(M) = Ran(M*) = n = 3, el sistema es compatible y determinado.  
 

1a
1aa

)1a(a
)1aa(a

)1a(a
)1a(a)1a2(aa2

)1a(a
)1a(a1a2

a01a2
01a

M
M

x
2233

2

x

−
−−=

−
−−=

−
−+++−=

−
−−

+
−

==  

 

1a
1

)1a(a
a

)1a(a
)1a(aa21

a1a21
0a1

M
M

y

2

y

−
−=

−
−=

−
−

+

==  

1a
1

)1a(a
a

)1a(a
a211

1a201
a11

M
M

z z

−
=

−
=

−
−

+
−

==  

 
 Si a = 4, estamos en el tercer caso ( es distinto de 0 y de 1) luego las soluciones son: 
 

3
1

14
1z;

3
1

14
1y;

3
11

14
144x

2

=
−

=−=
−

−==
−

−−=   

"""!!#!!""" 
 
222999 

aaa))) Halla los valores de x para que los que A tiene inversa,  
bbb))) Calcula, si es posible, A-1 para x = 2. 

 """!!#!!""" 
 
 aaa)))  Para que una matriz cuadrada tenga inversa su determinante no ha de ser nulo: 
 

xx3x3x
11x
310
01x

=−+= , luego la matriz A es inversible o regular si x ≠ 0.  
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 bbb)))  Para x = 2, 02662
112
310
012

≠=−+= luego existe A-1. La calculamos: 

 Matriz de los adjuntos 

AAdj = 
















−
−

−−
=

263
021
262

 

 Traspuesta de los adjuntos 

( )
















−
−

−−
=

202
626

312
A tAdj  

 Inversa 

A-1 = ( )
















−
−

−−
=

















−
−

−−

=
101
313
2/32/11

2
202
626

312

A
A tAdj

 

"""!!#!!""" 
333000 Dadas las matrices: 









−
−

=







=

















−
=








−

−
=

178
39

D;
43
21

C;
21
10
13

B;
511
102

A  

 
halla la matriz X que verifica AB + CX = D. 

"""!!#!!""" 
 
AB + CX = D, CX = D � AB, C-1·CX = C-1(D � AB), X = C-1(D � AB), luego necesitamos la 
inversa de C: 
 
 $ Primero hallamos el determinante de la matriz para saber si es regular: 

0264
43
21

C ≠−=−== , luego admite inversa. 

 $ Matriz de los adjuntos 

CAdj = 







−

−
=









−

−
12
34

12
34

 

 $ Traspuesta de los adjuntos 

( ) 







−

−
=

13
24

C
tAdj  

 $ Inversa 

C-1 = ( )








−

−
=

−









−

−

=
2/12/3

12
2

13
24

C
C tAdj
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Ya podemos calcular la matriz X: 
 

X = C-1(D � AB) = =
















−
−

−







−
−









−

−
=

































−








−

−
−







−
−









−

−
102
07

178
39

·
2/12/3

12

21
10
13

·
511
102

178
39

·
2/12/3

12  








−
=








−
−









−

−
=

10
12

76
32

·
2/12/3

12 . 

"""!!#!!""" 

333111 Halla X tal que 3AX = B, siendo:  A = 















=

















111
101
201

B;
101
110
201

 

"""!!#!!""" 

 Si 3AX = B; AX = BA
3
1XBA

3
1AXAB

3
1 111 −−− =⇔=⇔ luego necesitamos la inversa de 

A: 
 ! Primero hallamos el determinante de la matriz para saber si es regular: 

0121
101
110
201

≠−=−= , luego admite inversa 

 ! Matriz de los adjuntos 

AAdj = 
















−−
−

−
=

























−

−−

−

112
010
111

10
01

10
21

11
20

01
01

11
21

10
20

01
10

11
10

10
11

 

 ! Traspuesta de los adjuntos 

( )
















−
−−
−

=
101
111
201

A
tAdj  

 ! Inversa 

A-1 = 
( )

















−
−
−

=
−

















−
−−
−

=
101

111
201

1
101
111
201

A
A

tAdj

 

 Ahora podemos hallar X: 

















−
=

















−
=

































−
−
−

== −

3/13/10
03/13/1
03/23/1

110
011
021

3
1

111
101
201

·
101

111
201

3
1BA

3
1X 1  

"""!!#!!""" 
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333222 Resuelve la ecuación A X B = C siendo: 







=








=








=

11
11

C
21
32

B
34
23

A  

"""!!#!!""" 
 

111111 B·C·AXB·C·AB·B·X·A·ACAXB −−−−−− =⇔=⇔= luego necesitamos las inversas de A y B: 
 
 $ Primero hallamos el determinante de la matriz A para saber si es regular: 

0189
34
23

A ≠=−== , luego admite inversa. 

 $ Matriz de los adjuntos 

AAdj = 







−

−
=









−

−
32
43

32
43

 

 $ Traspuesta de los adjuntos 

( ) 







−

−
=

34
23

A
tAdj  

 $ Inversa 

A-1 = ( )








−

−
=









−

−

=
34
23

1
34
23

A
A

tAdj
 

 
 "Primero hallamos el determinante de la matriz B para saber si es regular: 

0134
21
32

B ≠=−== , luego admite inversa. 

 " Matriz de los adjuntos 

BAdj = 







−

−
=









−

−
23
12

23
12

 

 " Traspuesta de los adjuntos 

( ) 







−

−
=

21
32

B
tAdj  

 " Inversa 

B-1 = ( )








−

−
=









−

−

=
21
32

1
21
32

B
B

tAdj
 

 
 Ahora podemos hallar X: 









−

−
=








−
−









−

−
=








−

−
















−

−
== −−

11
11

11
11

·
34
23

21
32

11
11

·
34
23

B·C·AX 11  

 
"""!!#!!""" 
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333333 Dada A = 







21
32

, halla una matriz X tal que AXA = B
32
11

=







. 

"""!!#!!""" 
 
AXA = B 111111 A·B·AXA·B·AA·X·A −−−−−− =⇒=⇔ , necesitamos la inversa de A, que la hemos 
hallado en el ejercicio anterior pero allí la llamábamos B, luego: 








 −−
=








−

−







 −−
=








−

−
















−

−
== −−

11
21

21
32

·
53
74

21
32

·
32
11

·
21
32

A·B·AX 11  

 
333444 Determina si las siguientes ecuaciones tiene solución y hállala si es posible: 
 

 aaa)))  
















−
−

−
=
















−

−
=

















−
−

−
=
















−

−

103
210

012
By

321
103

211
ASi

103
210

012
X·

321
103

211
tenemos la 

ecuación AX = B; A-1·A·X = A-1·B, X = A-1·B, en donde necesitamos hallar A-1: 
 
 ! Primero hallamos el determinante de la matriz para saber si es regular: 
 

092112
321
103

211
A =−−−=−

−
= , luego no admite inversa, es singular y la ecuación no tiene 

solución. 
 

 bbb)))  















−

−
=

















−
−

−

321
103

211
X·

103
210

012
 . Si llamamos 
















−

−
=

















−
−

−
=

321
103

211
By

103
210

012
A  

tenemos la ecuación AX = B; A-1·A·X = A-1·B, X = A-1·B, en donde necesitamos hallar A-1: 
 
 ! Primero hallamos el determinante de la matriz para saber si es regular: 

0462
103
210

012
A ≠=+−=

−
−

−
= , luego admite inversa 

 ! Matriz de los adjuntos 

AAdj = 















−−
−−−

=

























−
−

−
−

−

−
−

−−
−

−

−
−

−
−
−

242
321
361

10
12

20
02

21
01

03
12

13
02

10
01

03
10

13
20

10
21

 

 ! Traspuesta de los adjuntos 
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( )
















−−
−

−−
=

233
426
211

A
tAdj  

 ! Inversa 

A-1 = ( )
















−−
−

−−
=

















−−
−

−−

=
233
426
211

4
1

4
233
426
211

A
A

tAdj
 

Luego: 
 

X = A-1·B = 
















−
=
















−

−

















−−
−

−−

4/34/11
2/12/11
4/54/30

321
103

211

233
426
211

4
1  

"""!!#!!""" 
 

333555 Resuelve la ecuación:















−=















−
+

































−
−

1
1

4

2
1
3

z
y
x

·
111
211

502
 

 
"""!!#!!""" 

 

 Si hacemos A = 
















−
−
111
211

502
, X = 

















z
y
x

, B = 














−

2
1
3

 y C = 















−
1
1

4
 , tenemos la ecuación 

matricial AX + B = C; AX = B- C, A-1·A·X = A-1·(B � C), es decir X = A-1·(B � C), necesitamos A-1: 
 
 ! Primero hallamos el determinante de la matriz para saber si es regular: 

0164552
111
211

502
A ≠=+++=

−
−= , luego admite inversa 

 ! Matriz de los adjuntos 

AAdj = 
















−
−=

























−
−

−

−
−

−
−

−−
−

−
−

295
275

213

11
02

21
52

21
50

11
02

11
52

11
50

11
11

11
21

11
21

 

 ! Traspuesta de los adjuntos 
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( )
















−

−
=

222
971
553

A
tAdj  

 ! Inversa 

A-1 = ( )
















−

−
=

















−

−

=
222
971
553

16
1

16
222
971
553

A
A

tAdj
 

 
 Ahora podemos hallar X: 
 

X = A-1·(B � C) = 















=
















−=

















−
−

















−

−
=































−
−















−

















−

−

z
y
x

1
1

1

1
2

7
·

222
971
553

16
1

2
1
3

1
1

4
·

222
971
553

16
1 luego x = 

1, y = -1, z = 1. 
"""!!#!!""" 

 

333666 Resuelve la ecuación: 















=
















−

















210
010
011

102
211
002

924
643
211

X  

"""!!#!!""" 
 

 Si hacemos 















=
















=
















=

210
010
011

Cy
102
211
002

B;
924
643
211

A la ecuación matricial es XA � B 

= C; XA = C + B; X·A·A-1 = (C+ B)· A-1; X = (C+ B)· A-1, necesitamos pues la inversa de A: 
 
 ! Primero hallamos el determinante de la matriz para saber si es regular: 

01271232241236
924
643
211

A ≠=−−−++== , luego existe la inversa 

 ! Matriz de los adjuntos 

AAdj = 
















−
−−
−−

=

























−

−−

−

102
215

10324

43
11

63
21

64
21

24
11

94
21

92
21

24
43

94
63

92
64

 

 ! Traspuesta de los adjuntos 
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( )
















−−
−

−−
=

1210
013
2524

A
tAdj  

 ! Inversa 

A-1 = ( )
















−−
−

−−
=

















−−
−

−−

=
1210
013
2524

1
1210
013
2524

A
A

tAdj
 

 
 Ahora podemos hallar X: 
 

X = (C+ B)· A-1 = 
















−−
−

−−
=

















−−
−

−−
















=

















−−
−

−−
































+
















1315
012
61469

1210
013
2524

312
221
013

1210
013
2524

·
102
211
002

210
010
011

. 

 
"""!!#!!""" 

 
333777 ¿Existe algún valor de a para el cual este sistema tenga infinitas soluciones? 
 
















−−

−−
=⇒









=++
−=−+

=−−

2|211
4|5a2

2|323
*M

2z2yx
4z5ayx2
2z3y2x3

 

 

3a027a9815a3106a6
211
5a2
323

M −=⇒=+=++++−=−
−−

=  

" Si a = - 3 















−−−

−−
=

2|211
4|532

2|323
*M  y, como F1 = F2 + F3 en M pero no en M* el sistema es 

incompatible ( Ran(M) = 2 < Ran(M*) = 3). 
 
 " Si a ≠ -3 Ran(M) = Ran(M*) = n = 3 y el sistema es compatible y determinado. 
 
 Luego no existe ningún valor de a que haga que el sistema tenga infinitas soluciones.  
 

"""!!#!!""" 

333888 Prueba, sin desarrollar el determinante, que: 0
6x5xx
4x3xx
2x1xx

=
++
++
++

 

0
440
220

2x1xx

6x5xx
4x3xx
2x1xx

13

12

1

FF

FF

F

=
++

 →
 →

→

++
++
++

−

−  ya que F3 = 2F2. 

"""!!#!!""" 
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333999 Calcula: 
 

 aaa)))  0

8765
aaaa

a4a3a2a1
4321

=
++++

 ya que F2 = F1 + F3. 

 

 bbb)))  1

1000
m100
0m10
00m1

=  ya que al ser triangular superior, su valor es el producto de la 

diagonal principal = 1 ·1·1·1 = 1. 
"""!!#!!""" 

 
444000 Obtén en función de a, b, c el valor de: 
 

abc
cb
c0

a
acaa
0cb
0c0

acaa
aaba
aaa

3

32

31

F

FF

FF

=
−

=
+

−
−

→
 →
 →

+
+ −

−

 

"""!!#!!""" 
 

 444111   Sabiendo que 5
zyx
cba
111

= , calcula: 

"""!!#!!""" 
 

 aaa))) 
2
55·

2
1

zyx
cba
111

2
1

zyx
777
111

zyx
cba
111

2
1

2/z2/y2/x
7c7b7a

111
===+=+++ . 

 

 bbb))) 5
zyx
cba
111

zyx
cba
111

zyx
111
cba

111
zyx
cba

3

12

21

23

32

1

F

FF

FF

FF

FF

F

==















−−

→
 →
 →

−
 →
 →

→
↔

↔

↔

↔ . 

"""!!#!!""" 
 
444222 Calcula los valores de a para los cuales el rango de A es menor que 3: 

















−

−
=

a14
3a0

101
A  ¿Puede ser ran (A) = 1 para algún valor de a? 

"""!!#!!""" 
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 " Para que Ran(A) < 3 |A| = 0, es decir 




=⇔=+−=
−

−

1
3

a03a4a
a14

3a0
101

2 luego si a 

= 1 ó a = 3, Ran(A) < 3 
 

 Como 012
a4

30
≠=

−
independientemente del valor de a, el Ran(A) será como mínimo 

2 y no puede ser 1. 
 
CUESTIONES TEÓRICAS 
 
444333 El rango de la matriz de coeficientes de un sistema homogéneo de cuatro ecuaciones y 
tres incógnitas es igual a 3. ¿Qué puedes decir de su solución? 
 

"""!!#!!""" 
 

 Al ser homogéneo Ran(M) = Ran(M*) = 3 = n, luego la única solución posible es la trivial 
(0,0,0). 

"""!!#!!""" 
 
444444 En un sistema de igual número de ecuaciones que de incógnitas, el determinante de la 
matriz de coeficientes es igual a 0. 
 

aaa))) ¿Puede ser compatible? 
bbb))) ¿Puede tener solución única?  
ccc))) ¿Se puede aplicar la regla de Cramer? 

 
"""!!#!!""" 

 
 aaa)))  Sí, puede ser compatible e indeterminado, si Ran(M) = Ran(M*) < n. 
 
 bbb)))  No, ya que los rangos son menores que el número de incógnitas, no puede ser 
determinado sino indeterminado. 
 
 ccc)))  Sí siempre que sea determinado, la regla de Cramer se puede aplicar a cualquier 
sistema compatible sea determinado o indeterminado. 
 

"""!!#!!""" 
 
444555 ¿Qué condición debe cumplir una matriz cuadrada para tener inversa? 
 

"""!!#!!""" 
 
 Una matriz cuadrada M tiene inversa si |M| ≠ 0. 
 

"""!!#!!""" 
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444666 Sean A y B inversas una de otra. Si |A| = 4, ¿cuánto vale IBI ? 
 

"""!!#!!""" 
 
 Si A y B son inversas tiene que cumplirse A ·B = I, es decir |A·B| = |A|·|B| = |I| =1 ya quel 
determinante de un producto es el producto de los determinantes y el determinante de la matriz 
unidad es 1. 

 Si |A|·|B| = 1
4
1

A
1B ==⇒ . 

"""!!#!!""" 
 
444777 El rango de la matriz de coeficientes de un sistema de tres ecuaciones con tres 
incógnitas es igual a 1.¿Qué rango, como máximo, puede tener la matriz ampliada? 
 

"""!!#!!""" 
 
 Como añadimos una columna de tres elementos, el Ran(M*) podrá ser 2, sólo puede 
haber una línea más que sea linealmente independiente. 
 

"""!!#!!""" 
 

444888 ¿Existe algún valor de a para el cual la matriz 






 −
a1

2aa 2

 no tenga inversa? 

 
"""!!#!!""" 

 

022aa
a1

2aa 22
2

≠=+−=− como el determinante es no nulo para cualquier valor de a, no 

existe ningún valor de a para el cual la matriz dada no tenga inversa. 
 

"""!!#!!""" 
 
 
PARA PROFUNDIZAR 
 
444999 

aaa))) ¿Para qué valor de a este sistema es compatible determinado? 











=−
−=−

=+
=−

2zy
1z3x

azy
1y2x

 

 
bbb))) ¿Puede ser compatible indeterminado? 

"""!!#!!""" 
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=
−

−−=

−
−−

−

→
 →

→
→

−
−−

−

=⇒



















−
−−

−

= −
211
232

a11

2110
2320

a110
1021

2110
1301

a110
1021

*M

2|110
1|301

a|110
1|021

*M

4

13

2

1

F

FF

F

F

 

= -6 - 2a � 2 + 3a � 2 � 4 = a � 14 = 0 ; a = 14. 
 

 Si a = 14, como 0*My05
301

110
021

=≠−=
−

−
 Ran(M) = Ran(M*) = n = 3, el S.C.D. 

 Si a ≠ 14, Ran(M) = 3 < Ran(M*) = 4, sistema incompatible. 
 
 bbb)))  No puede ser compatible indeterminado, ver los dos casos del apartado anterior. 
 

"""!!#!!""" 
 

555000 Calcula el valor de este determinante dando el resultado factorizado:

3xxx
x3xx
xx3x
xxx3

 

"""!!#!!""" 

 →
 →
 →

→

+=

+
+
+
+

 →

−

−

−
+++=

14

13

12

1

43211

FF

FF

FF

F

CCCCC

3xx1
x3x1
xx31
xxx1

)x33(

3xxx33
x3xx33
xx3x33
xxxx33

3xxx
x3xx
xx3x
xxx3

 

3)x3)(x33(

x3000
0x300
00x30
xxx1

)x33( −+=

−
−

−
+ . 

"""!!#!!""" 
 
555111 Discute los siguientes sistemas según los valores de los parámetros que contienen: 
 

 aaa)))  















−

−
=⇒









=+
=−
=+−

c|101
b|101
a|131

*M
czx
bzx
azy3x
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 Como 0633
101
101

131
M ≠=+=−

−
=  Ran(M) = Ran(M*) = 3 = n, sistema 

compatible y determinado para cualquier valor de a, b y c ( si a a = b = c = 0, el sistema sería 
homogéneo y la solución la trivial). 
 

 bbb)))  















−−

−
=⇒









=++
−=−+

=+−

b|a14
8|232

2|111
*M

bazyx4
8z2y3x2

2zyx
 

 

0a0a2a221282a3
a14
232

111
M =⇒==++−++=−

−
=  

 

 Si a = 0  4b020b5
b14
832

211
;05

32
11

b|014
8|232

2|111
*M −=⇒=+=−

−
≠=

−
⇒
















−−

−
=  

 
 Luego pueden darse los casos : 
 
 







∀→===⇒≠




→=<=⇒−≠
→=<==⇒−=

=

).b(.D.C.Sn3*)M(Ra)M(Ran0a
.I.S3*)M(Ran2)M(Ran4b

.I.C.S3n2*)M(Ran)M(Ran4b
0a  

 
"""!!#!!""" 
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