UNIDAD N° 3 — Resolucion de sistemas mediante determinantes L 27

D@ Estudia el rango de las siguientes matrices:

1 0(-1 2
a)|2 3|1 -2
2 4 2 1
# Como hay varios elementos no nulos el rango es > 1.

10
#& Como 5 3‘23#0 el rango es = 2.
1 0 -1 10 2
& Aunque 2 3 1|=0,como2 3 -2/=15#0el rango es 3, ya que no puede ser
2 4 2 2 4 1

mayor que tres al no tener nada mas que 3 filas.

-1
1
0

1 2

& Como hay varios elementos no nulos el rango es = 1.

b)

W N -~
- 01 W N

%Como; _1‘:3¢0 el rango es > 2.
1 -1 2 1 -1 2
#% Como 2 1 3/=0,yj2 1 3/=0el rango es 2, ya que los dos determinantes
3 0 5 1 2 1
posibles de orden dos son nulos.
etk ipOe Rtk
D®D Resuelve aplicando la regla de Cramer:
IxX-y=2
a) <2x+y+z=0 Ran(M)=Ran(M*)=n = 3, luego es C. Determinado
3y+2z=-1
2 -10 3 2 0 3 -1 2
o 1 1 2 0 1 2 1 0
O L S I :__1:_1;y:\My\: 0 -12_-5_ . M| 03 -1 7_,
|M| 3 -10 1 |M| 3 -10 1 |M| 3 -10 1
2 1 1 2 1 1 2 1 1
0 3 2 0 3 2 0 3 2
Solucion (x=-1,y=-5,z=7).
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2x+y+z=-2
b) {x-2y-3z=1 Ran(M)=Ran(M*)=n = 3, luego es C. Determinado.
-X-y+z=-3

-2 1 1 2 -2 1 2 1 -2
1 -2 -3 1 1 -3 1 -2 1
-3 _ M -1 — _ 1 -1 —
x:|MX|: 3 ! ! = 11 :—1;y:‘ y‘: ! 3 ! = 22:2;2:|MZ|: ! ! 3 = 22 =-2
M2 1 1] -1 M2 1 1] -1 M2 1 1] -1
1 -2 -3 1 -2 -3 1 -2 -3
-1 -1 1 -1 -1 1 -1 -1 1
Solucion (x=-1,y =2,z =-2).
3x+y-z=0
c) x+y+z=0 Ran(M) = Ran(M*) = n = 3, luego es C. Determinado.
3x+2y -2z =1
o1 -1 3 0 -1 310
01 1 10 1 110
O L —2_£__1_y_\My\_3 1 -2 _-4_2 M| _PB21_2 -1
|M| 31 -1 -6 3’ |M| 31 -1 -6 3’ |M| 31 -1 -6 3
11 1 11 1 11 1
3 2 -2 3 2 -2 3 2 -2
Solucion : (x=-1/3,y = 2/3, z=-1/3).
X+y-z+t=1
d) x—-y—-t=2 Ran(M) = Ran(M*) = 3 <n =, luego es C. Indeterminado.
z-t=0
Usamos t = A como parametro pasandolo al segundo miembro y queda:
X+y—-z=1-A
X-y=2+A
zZ=A
-2 1 -1 1 1-12 -1 1 1 1-A
24X -1 0 1 2+A 0 1 -1 2+A
I O 1 T T N TS W L I e Vo I R B W
M 11 -1 -2 27 M PPt -1 -2 M 1 -1 -2
1 -1 0 1 -1 0 1 -1 0
0o 0 1 0O 0 1 0O 0 1
Soluci(’)n:(x:%,y:—%,z:)\,t:)\)
stesie sk REPOTRER otk
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D Estudia la compatibilidad de estos sistemas:

X-y=6 1 1] 6
a) | 4x+y=-1M=[4 1 | -1
5x+2y = -5 5 2 | -5

1
& Como 41 =5%0 Ran(M) = 2.

—

-1 6
#Como|4 1 -1=0Ran(M*)=2,
2 -5

(9)]

Como Ran(M) = Ran(M*) = n = 2, el sistema es compatible y determinado.

X+y-z=-2 1 1 -1 ] -2
b) |2x-y-3z=-3 M*=|2 -1 -3 | -3
x -2y -22=0 1 -2 -21] 0
17 1 -1
1 1
& Como 2 -1 —3:0pero2 _1‘:—3¢0Ran(M)=2.
1 -2 -2
1 1 -2
# Como 2 -1 -3=-320Ran(M*)=3
1 -2 0

Si Ran(M) = 2 < Ran(M*) = 3, el sistema es incompatible.

NS BN A NS A
TR 2397592 )

D@ Calcula la inversa de las siguientes matrices:
1 2 1
a)A=|0 10
2 03

& Primero hallamos el determinante de la matriz para saber si es regular:

N O -~
O A N

1
0=3-2=1#£0, luego admite inversa
3
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# Matriz de los adjuntos

‘1 0‘ _‘0 0‘ ‘0 1
02 31 12 13 21 02 3 0 -2
A= _‘o 3‘ ‘2 3‘ _‘2 o‘ S|e e
21 oA poz| 7T OT
10 0 0 |0 1
& Traspuesta de los adjuntos
3 -6 -1
(A% =l 0 1 o0
-2 4 1
# Inversa
3 -6 -1
o 1 0
(AAdj)t o 4 3 -6 -1
A x . =0 1 0
|| -2 4 1
210
b)B=|0 1 3
2 11

& Primero hallamos el determinante de la matriz para saber si es regular:
210
0 1 3=2+6-6=2#0, luego admite inversa

2 1 1
% Matriz de los adjuntos

13 o3 Jo1
1102121 9 6 o

S ERE T .
10 3 -6 2
13 03 |01

& Traspuesta de los adjuntos
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-2 -1 3
B*)=|6 2 -6
-2 0 2
& Inversa
-2 -1 3
6 2 -6
1 (BAdj)t o 0 2 -1 =-1/2 3/2
B = 5 = 5 =l 3 1 -3
| | -1 0 1
sfesteske S feOdraR etk

PARA RESOLVER

DD Prueba, sin desarrollar, que estos determinantes son cero:

-8 25 40
a) |2/5 3 -2/=0pues C; =-5C4, hay dos columnas proporcionales.
0 27 O
5 5 5 5 5 5 5 5 5
b)| a b c |[OBRR a b c |=(a+b+c)a b ¢/ =0
b+c a+c a+b atb+c at+tb+c atb+c 11 1
ya que F1 = 5F;.

NN A N9/ N9/ \9,
stesteshe SREpOIgR TR ke

7

M@ Prueba, sin desarrollarlos, que el determinante a) es multiplo de 3 y que el b) es
multiplo de 5:

1 3 2 6 32 232
a)la 7 1OBTtYrfs 2 7 1=344 7 1=3.
8 2 5 15 2 5 |5 2 5
5 2 1 5 2 1 5 2 1
b) 4 7 6B |4 7 6|=54 7 6/=5.

6 3 9 10 10 15 |2 2 3
PR T T e TP

11 1 2| gf 1 1 1 2
1 2 -3 8|oR#E |-1 0 -5 -5 4
. —Ja+1 0 3/=—(8a+1)-30+6)=0=a=2
a -1 -1 1087 @+1 0 s 5 0
1 -1 1 -20of%f [2 0
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M® Estudia el rango de las siguientes matrices segun el valor del parametro que aparece en
ellas:

21 0
A=|1 1 -2| como es de 3x3 hallamos si el determinante depende de a:
3 1 a
21 0
A|l=1 1 -2|=2a-6+4-a=a-2Sia-2=0,a=2.
3 1 a

2 1
<>Sia=2como|A|=0y‘1 1‘:1¢O,Ran(A)=2.

@ Sia#2como |A| #0, Ran(A) = 3.

2 -1 a
B=|a 3 4| como es de 3x3 hallamos si el determinante depende de a:

3 -1 2

2 -1 a

-8
Bl=la 3 4=12-a%-12-9a+8+2a=-a®7a+8=0  a= V81 79 _
-2 -2 1
3 -1 2
. 2 -
®S|a=1,|B|=Oy‘1 3‘z?:sz,Ran(B)=2.
. 2 -
@S|a=—8,|B|=Oy‘_8 3‘:—Z;tO,Ran(B):Z.
® Siaz10a#-8,|B|#0, Ran(B) = 3.
sesieolefedpaadiolesiosk
D@ Estudia y resuelve estos sistemas homogéneos:
x+y-z=0 1 1 -1 10
a) {12x-3y-2z=0 M*=|12 -3 -2 | O
x—-2y+z=0 1 -2 1 |0

1 1 -1

|M|=12 -3 —2=—3+24—2—3—4—12=0y‘12 _3‘=—3—12:—15¢0

1 -2 1
luego Ran(M) = Ran(M*) = 2 < n = 3, sistema compatible e indeterminado.
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Como el determinante de orden 2 que hace el rango 2 esta formado por las dos primeras
filas y las dos primeras columnas, pasamos z = A como parametro y tomamos las dos primeras
ecuaciones para resolver el sistema:

A ()
{ X+y =\ :jx_MX:LA —4:—5A:§: :WA:Lz 2J:;40A:g§
12x -3y =2\ M ‘1 1‘ -15 377 M ‘1 1‘ -15 3
12 -3 12 -3
La solucidén es : (x :A,y :a,z :)\j
3 3
9x+3y+2z=0 9 3 2 |0
b) 3x-y+z=0 M = 3 -1 1 |0
8x+y+4z=0 8 1 4 |0
X+2y-2z=0 1.2 -2 10
9 3 2

3 -1 1=-36+6+24+16-9-36 =-35#0Iluego Ran(M) = Ran(M*) = 3 = n y el sistema
8 1 4
sélo tiene la solucién trivial, (x =0,y =0,z =0)

D@ Resuelve los siguientes sistemas:

x+y+z-t=0 11 1 =110
a) 2x+y-z+2t=0M*=|2 1 -1 2 | 0| como F;=F4 + F, podemos suprimir
3x+2y+t=0 32 0 1 1]0

1
la tercera fila. Como 1=—1¢0Ran(M) = Ran(M*) = 2 < n = 4, sistema compatible e

indeterminado, tenemos que dejar dos ecuaciones ( las dos primeras) y dos incégnitas,
tomamos como parametros z=Ayt=
MH=A 1‘ ‘1 H=A ‘
+v=U-A - — - —
X+y=u «:»x:A 2p 1:3p 2}\:—3U+27\,y:2 A 2u: 4p+3N _
2x+y=A-2u 11 -1 11 -
2 1 2 1
Lasolucidones: (x=-3u+ 2\, y =4u-3\,z=A, t=q).

4p -3\

X+y=0 110010
p) | X¥Z=0 |10 1010
X+t=0 100 1] 0
y+z+t=0 0111710
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11 0 0 OG 1100 110
1 1 1 1
M| = 0 0 D& 0 O=—1{1 o0 1/ =3 # 0luego Ran(M) = Ran(M*) = n = 4,
100106 (1001 |
01 1 1ol -1 110

luego el sistema sodlo tiene la solucion trivial (x=0,y=0,z=0,t=0).
sesioledpfedEpaesiesiesk

@@ Encuentra el valor de a para que este sistema sea compatible:

2x+3y =5 2 3|5
x+2y=1=>M=[1 2 | 1
ax+y=3 a 1| 3
sfesieskReasiseaecieolek
2 35
M* =11 2 1:12+5+3a—10a—2—9:—7a+6:0<:>a:g.
a 1 3

2 3
Sia=6/7,como |[M*|=0y ‘1 2‘ =1#£0, Ran(M) = Ran(M*) = n = 2, sistema compatible
y determinado.

Sia #6/7, Ran(M) = 2 < Ran(M*) = 3, sistema incompatible.

@® Expresa en forma matricial y resuelve utilizando la matriz inversa:
-y=2 1 -1 2 1 -1 2
)IXTYTY M= X=*lAa=z[“]=mx=A < 1 1= %], luego
2x-y =0 2 -1 y 0 2 -1)\y 0
M™-M-X=M"A, X=M" A. Tenemos que hallar la inversa de M:
Primero hallamos el determinante de la matriz para saber si es regular:
1 -1
M=
2 -1
MAd = =1 R _(-1 -2
1)U

Traspuesta de los adjuntos
(MAdj)t _(-1 -2
1 1

=-1+2=1%£0, luego admite inversa.

Matriz de los adjuntos

Inversa

M 1
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S I R

Xx+3y-z=-1 1 3 -1 X -1 1 3 -—-1)x -1
b) { x-y-z=-1M=[1 -1 -1|X=|y|A=|-1| MX=A; |1 -1 -1|y|=|-1
2x+y+3z=5 2 1 3 z 5 2 1 3 )z 5

luego M"-MX = M™"-A, X = M™-A, luego necesitamos hallar la inversa de M:

& Primero hallamos el determinante de la matriz para saber si es regular:

1 3 -1
1 -1 -1=-3-1-6-2+1-9=-20#0, luego admite inversa
2 1 3

% Matriz de los adjuntos

-1 -1 +1_W‘1_W
1 3 2 3| [2 1 Lo _5 3
e A R
3 -4 h-4p o3| 74 0 -4
~1 -1 +1—J‘1—J
& Traspuesta de los adjuntos
-2 -10 -4
M) =|-5 5 o
3 5 -4
& Inversa
-2 -10 -4
-5 5 0
| Gwmqt_ 5 5 -4 g -2 -10 -4
WETM T 20 "o 2 °
‘ 3 -5 -4
-2 -10 -4\ -1\ (2/5
X=M"A=-_|-5 5 0 |-1/= 0
20

3 5 -4)5 715

0/
e
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@®d Estudia y resuelve los siguientes sistemas:

X-y—-2z=2 1 -1 -2 ] 2
a) 2x+y+3z=1=>M*={2 1 3 | 1
3x+z=3 3 0 1 | 3

Estudiamos los rangos de M y M*:

1 -1 -2
Como M=[2 1 3 :Oy‘;
3 0 1
1 -1 2
Como |2 1 1/ =0yaqueFs;=F;+F, Ran(M*)=2.
3 0 3

Si Ran(M) = Ran(M*) = 2 < n = 3, el sistema es compatible e indeterminado (
uniparamétrico). Lo resolvemos usando las dos primeras ecuaciones y tomando z = A y
pasandolo al segundo miembro, tenemos:

1‘:3;th,Ran(M)=2.

2+2\ -1 1 2+2\
x-y=2+¢2h _ M| _[1-3r 1] _3-2, M| 2 13 _—3-7a
2x+y=1-3A M- 1 3 YT M [ A 3
2 1 2 1
( 3-A -3-7A j
X = Y = ,Z=A
3 3
X+y+z=2 1 1 1 |1 2
b) Xx-2y-7z=0 M = 1 -2 -7 | 0
y+z=-1 o 1 1 | -1
2x+3y =0 2 3 0 | O
Estudiamos los rangos de My M*:
1 1 1
Como |1 -2 -7/=5#£0=Ran(M)=3.
o 1 1
1 1 1 2 1 1 1
1 -2 -7 0 Dg 12 279 27T
Como M* = - =21 3 3|=0, Ran(M*) =
o 1 1 -1ofkth 1 3 3
2 3 0
2 3 0 0 ol 2 3 0

Si Ran(M) = Ran(M*) = n = 3, el sistema es compatible y determinado, lo resolvemos
usando la regla de Cramer, utilizando las tres primeras ecuaciones:
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2 1 1 1 2 1
X+y+z=2 0 -2 -7 1 0 -7
_ o B - OO V1 e O B
X—-2y-7z=0 = x= = =—=3y= = = -2
y+z =1 |A| 1 1 1 5 |A| 1 1 1 5
1 -2 -7 1 -2 -7
0 1 1 0 1 1
1 1 2
1 -2 0
z=|AZ|=O L =1, Solucién (x=3,y=-2,z=1).
|A| 1 1 11 5
1 -2 -7
0o 1 1
steske ke RO aRsieste sk
@@ Discute los siguientes sistemas segun los valores del parametro m:
mx+y+z=4 m 1 1 | 4
a) x+y+z=m=M*={1 1 1 | m| obtenemos los valores para la discusion a
X—y+mz=2 1 -1 m | 2
m 1 1
partirde M=|1 1 1|=m?’-1+1-1+m-m=m?-1=0=m =1
1 -1 m
11 1| 4 1 1
SGSim=1,M={1 1 1| 1|Ran(M)= 2(F1=F2)y‘1 _1‘:—2¢0,peroRan(M*)
1 11| 2
1 1 4
=3yaque [l 1 1 =-6#%0,luego el sistema es incompatible.
1 -1 2
-1 1 1 | 4
@Sim=-1,M={1 1 1 | -1/Ran(M) = 2(Cz=C3)y‘_1 1‘:—2¢0,pero
1 -1 -1 2
-1 1 4
Ran(M*)=3yaque |1 1 1/=-8#%0, luego el sistema es incompatible.
1 -1 2

& Sim#1ym#-1, Ran(M) = Ran(M*) = n = 3, luego el sistema es compatible y
determinado.
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X+y+z=m-1 11 1 | m-1
b) {2x+y+mz=m =M'=|2 1 m | m obtenemos los valores para la
X+my+z=1 T m 1 | 1

discusion a partir de
1 1 1
-3+49- - 1
||V||=2 1 m=1+2m+m-1-2-m? =-m? +3m-2=0=>m= 3% 29 8: 351:{2
1

1T m

111 1] 0
GSim=1,M={2 11| 1|Ran(M)= 2(F1=F3)y‘; ::‘:—1730,peroRan(M*)=3
111 2
110
yaque 2 1 1/=-2#%0, luego el sistema es incompatible.
11 2

111 1
1 1
@Sim=2, M=[2 1 2 | 2|Ran(M) = 2(C1=C3)y‘2 1‘:—1¢0,yRan(M*)=2
12 1 1

1 1
yaque C;1 =C3=Cysy ‘2 1‘ =-1%£0, luego el sistema es compatible e indeterminado ( Ran(M)

=Ran(M*)=2<n=3.

@ Sim#z1ym#2 Ran(M) = Ran(M*) = n = 3, luego el sistema es compatible y
determinado.

Xx+2y+3z=0 1 2 3|0
€): x+my+z=0=>M*={1T m 1 | O
2x+3y+4z=2 2 3 4| 2
1 2 3
|M|=1 m 1=4m+9+4-6m-3-8=-2m+2=0=>m=1
2 3 4
12 3]0 1 5
@Sim=1M=[11 1| 0,Ran(M)=2(F3=F1+F2)y‘1 1‘:—1¢O,pero
2 3 4| 2
120
Ran(M*)=3yaque |1 1 0=2-4=-2%0. El sistema es incompatible.
2 3 2

& Sim #1, Ran(M) = Ran(M*) = n = 3 y el sistema es compatible y determinado.
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X+my+z=4 1T m 1| 4
d) . x+3y+z=5=>M"={1 3 1| 5
mx+y+z=4 m 1 1] 4
1T m 1
3
|M|:1 3 1:3+1+m2—3m—1—m:m2—4m+3:0:>m:4i2‘/z:4;2:{1
m 1 1
111 4 1
SGSim=1,M*=|1 3 1| 5 ,comoF1=F3y‘1 3‘=2¢0Ran(M)=Ran(M*)=2<n
111 4

= 3y el sistema es compatible e indeterminado ( uniparamétrico).

1 31| 4
&GSim=3 M =|1 3 1| 5] lasfilas 1y 2 tienen los mismos coeficientes pero
311 4

distintos términos independientes, el sistema es incompatible.

& Sim#1ym#3, Ran(M) = Ran(M*) = n = 3, sistema compatible y determinado.

@® Discute los siguientes sistemas homogéneos en funcion del parametro a

En los sistemas homogéneos Ran(M) = Ran(M*) ya que los términos independientes son
nulos.

2x-y+z=0 2 -1 1
a) < x+2y-3z=0 =>M=|1 2 -3
3x—-4y-az=0 3 -4 -a
2 -1 1
|M|:1 2 -3=4a-4+9-6-24-a=-5a-25=0=a=-5
3 -4 -a

& Si a = -5 como 2‘:57:0 Ran(M) = Ran(M*) = 2 < n = 3 y el sistema es

compatible e indeterminado.

& Sia#-5, Ran(M) = Ran(M*) = n = 3 y la solucién es la trivial (x =y =z = 0).
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x+y+z=0 17 1 1
b) { ax+2z=0 =M=|a 0 2
2x-y+az=0 2 -1 a
1 1 1
M=la 0 2=-a+4+2-a?=-a’-a+6=0=a= 12V "24 115:{_3
5 -1 a -2 -2 2

1 1
& Si a = -3, como _ O‘:3¢O Ran(M) = Ran(M*) = 2 < n = 3 y el sistema es

compatible e indeterminado.

3 y el sistema es

N
A
>

1l

1
& Sia =2, como ‘:—2¢0 Ran(M) = Ran(M*) =

compatible e indeterminado.
& Sia#2ya#-3, Ran(M) = Ran(M*) = n = 3 y la solucién es la trivial (x =y =z = 0).
steske sl REPOITBER ke ke

10 -1
@@ a) Considera la matriz A = (2 11 jy calcula el rango de las matrices AA" y A'A.

b) Resuelve el sistema de ecuaciones lineales homogéneo cuya matriz de coeficientes es A'A.

¢) Resuelve el sistema de ecuaciones lineales homogéneo cuya matriz de coeficientes es AA".

1 2 1 2
a) A= 0 1|- AA'= 10 _1} o 1 :(2 1jcomo2 1‘:11¢0elrangoe32.
11 2 1 1 11 1 6 1
1 2 5 2 1 5 2 1
AYA=|0 1(; ? _11 =2 1 1| como 2 1 1=10+2+2-1-5-8=0 y
-1 1 1 1 2 11 2
‘5 2‘21#0 el rango es 2.
5x+2y+z=0
b) < 2x+y+z=0 como Ran(M) = Ran(M*) = 2 < n = 3, el sistema es compatible e
X+y+2z=0

indeterminado, nos sobra una ecuacion ( la tercera ya que las dos primeras hacen el rango 2) y
una incognita debe pasar al otro miembro como parametro, z = A:
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‘—)\ 2‘ ‘5 —)\‘
{5X+2y:_)\:x: A = “A+2) =Ny = 2 ~) = ~ 5\ +2A =3\, la solucion ( x = A, y
2x+y =-A 5 2 1 5 2 1
] ;]
3\, z=A)
{ZX +y=0 . g -
como Ran(M) = Ran(M*) = n = 2, la solucion es la trivial (x =0, y = 0).
x+6y=0
sfesieskReasiseaecieolesk
-3 1 1 0 2 O
26 DadasA=| 1 -2 0O|yB=(1 -2 1
0 2 0 2 0 1
a) HallaA'y B,
b) Halla la matriz inversa de A-B.
¢) Comprueba que (AB)"' =B - A,
stesie sk REPOTRR otk
a)
-3 1 1
A= 1 -2 0
0 2 0

& Primero hallamos el determinante de la matriz para saber si es regular:

-3 1 1
1 -2 0[=2#0, luego admite inversa
0O 2 O

% Matriz de los adjuntos

‘—2 0 _‘1 o‘ ‘1 —2‘
W et ks [0
A= _‘2 0 ‘o o‘ _‘o 2‘ 51206
4 -3 1 |3 1] 21O
-2.0 |1 0 |1 =2
& Traspuesta de los adjuntos
02 2
(A} =0 0 1
2 6 5
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& Inversa
0 2 2
0 0 1 0 1 1
Ad)f 12 6 5
A’ %N) 5 =0 0 1/2
1 3 5/2
0 2 0
B=|1 -2 1
2 0 1

& Primero hallamos el determinante de la matriz para saber si es regular:

0 2 O
1 -2 1=4-2=2%0, luego admite inversa
2 0 1

% Matriz de los adjuntos

Tzw +1W‘1—2
o1 2112 o0 o1 4
SRS EEE
2 0 ool 2/ \?2 02
—21‘_L J‘1—2
& Traspuesta de los adjuntos
-2 -2 2
Bf=1 o o
4 4 -2
# Inversa
-2 -2 2
1
B ) _| 4 2 f; A
B' = = =[1/2 0 0
B 2 2 2 -1

-3 1 1)y(0 2 O 3 -8 2

b)A:-B=|1 -2 041 -2 1|=|-2 6 -2|yahoralainversa:
0O 2 0J)l2 0 1 2 -4 2

& Primero hallamos el determinante de la matriz para saber si es regular:

3 -8 2
-2 6 -2=36+16+32-24-24-32=4%0, luego admite inversa
2 -4 2
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# Matriz de los adjuntos

6 -2 _‘—2 —2‘ ‘—2 6
_48 22 i 22 23 _g $ 0 -
(A-BYM = | - - =18 2 -4
-4 2 2 2 2 -4 42 2
-8 2 |3 2| |3 -8
6 -2 -2 -2 -2 6
& Traspuesta de los adjuntos
4 8 4
(a™) =] 0 2 2
-4 -4 2
# Inversa
4 8 4
0o 2 2 1o
grdif -4 -4 2
(A-B)‘1=(AAB_B) = 2 =0 1/2 1/2
[AS| -1 -1 1/2
-1 -1 130 1 1 1 2 1

e)B"A'=[1/2 0 O[O 0 1/2|=|0 1/2 1/2|=(AB)™".
2 2 -1)\1 3 5/2) (-1 -1 1/2

etk SRRtk
1 10
@® DadaA=|-1 1 2|, determina la matriz B que verifica B -1= A'A™" .
1 0 1
etk SRttt
1 10 1 -1 1
A=[-1 1 2|=A'=|1 1 0] hallamos A™
1 0 1 0 2 1
Primero hallamos el determinante de la matriz para saber si es regular:
1 10
-1 1 2/=1+2+1=4 # 0luego admite inversa
1 0 1
Matriz de los adjuntos
1 3 -1
A ==l-1 1 A
2 -2 2
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Traspuesta de los adjuntos

1 -1 2
(A)=| 3 1 -2
-1 1 2
Inversa
1 -1 2
t 3 1 -2 1 1 o
A'1=(AAdJ)— Tt 2) s g
|A| 4 4 101 9
Ahora :
1 -1 1 1 -1 2 1 -1 11 -1 2 -3 -1 6
AtA1-11O%31—2:%110-31—2=%400
o 2 1) (-1 1 2 o 2 1){-1 1 2 5 3 -2
-3 -1 6 100 174 -1/4 3/2
LuegoB=At-A'1+I=l 4 0 0 |+|0 1 OJ: 1 1 0
4 5 3 -2 0 0 1 5/4 3/4 1/2
sfesieskReasiseaecieolek
@@ Discute el siguiente sistema y resuélvelo, si es posible, en el caso a = 4:
X—-y=a 1 -1 0 | a
x+a’z=2a+1=>M*=|1 0 a® | 2a+1
x-y+a(a-1z=2a 1 -1 a(@a-1) | 2a
1 -1 0
Al=1 0 a’ :—a2+a2+a(a—1):a(a—1):0:>{ a=0
a-1=0 < a=1
1 -1 a(a-1)
1 -10
Sia=0M=1 0 0| M =01y E _01‘:17&0 luego Ran(M) = 2 y como
1 -10
1 -10
10

1=-1+1=0, Ran(M*) = 2 < n = 3, el sistema es compatible e indeterminado.
1 -10

0

X —
Lo resolvemos tomando las dos primeras ecuaciones { y (x=1,y=1,z=A\).

X =1
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1 -1 0 | 1
Sia=1M*={1 0 1| 3 Ran(M)=2yaque|M|=0yE _01‘:1¢OyRan(M*)=3
1 -10 | 2
1 -1 1
yaquel 0 3 =-1-3+3+2=1#0 luego el sistema es incompatible.
1 -1 2

SiaZz0ya#1, Ran(M) = Ran(M*) = n = 3, el sistema es compatible y determinado.

a -1 0
2a+1 0 a’
« = M, _ 2a -1 a(a-1) _ -2a® +a’ +(2a+1a(a-1) _ a(@®-a-1) _ a’-a-1
M a(a-1) a(a-1) a(a-1) a-1
1 a 0
1 2a+1 a°
y:\lvly\ 28 a@-1)_ -a __ 1
M a(a-1) a@a-1) a-1
1 -1 a
1 0 2a+1
z—MZ—1 -1 2a| a _ 1
M a(a-1) a@-1 a-1
Si a =4, estamos en el tercer caso ( es distinto de 0 y de 1) luego las soluciones son:
47 -4-1_11 1 _ 1__ 1 _1
L it bt
4-1 3 4 -1 3 4-1 3
SesteskapipOgegR etk
(P) ()
a) Halla los valores de x para que los que A tiene inversa,
b) Calcula, si es posible, A" para x = 2.
sesieolefedpaadiolesiosk
a) Para que una matriz cuadrada tenga inversa su determinante no ha de ser nulo:
x 10
0 1 3 =x+3x-3x=x, luego la matriz A es inversible o regular si x # 0.
x 11
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210
b) Parax=2,10 1 3:2+6—6:2¢0IuegoexisteA'1.Lacalculamos:
2 11
Matriz de los adjuntos
-2 6 -2
AM==-1 2 0
3 -6 2
Traspuesta de los adjuntos
-2 -1 3
(Av) =6 2 -6
-2 0 2
Inversa
-2 -1 3
6 2 -6
_ (AAdj)t 2 0 2 -1 -1/2 3/2
A =3 1 -3
|A| 2 -1 0 1

AB + CX =D, CX =D - AB, C"-CX = C(D — AB), X = C'(D — AB), luego necesitamos la
inversa de C:

# Primero hallamos el determinante de la matriz para saber si es regular:

12
C=ls 4

% Matriz de los adjuntos

CAd = 4 -By_(4 -3
-2 1) -2

# Traspuesta de los adjuntos

e (4 )

=4-6=-2%0, luego admite inversa.

% Inversa

oo ) (—43 _12j :[—2 1 ]

o -2 (312 -2
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Ya podemos calcular la matriz X:
—21—93—20131 -2 1 )((-9 3) (-7 O
SRRl A | e S G R | A (et R
3/2 -1/2)|{-8 17 1 -15 10 3/2 -1/2){{-8 17) (-2 10
(-2 1 (-2 3)_(-2 1
\372 -1/2){-6 7) {0 1)

e
1 0 2 1 0 2
@® Halla X tal que 3AX =B, siendo: A=|0 1 1 B=|1 0 1
1 0 1 1 1 1
Sestesk S ipOgegRsletesk
Si 3AX = B; AX = %B = ATAX :%A‘1B - X =%A‘1Bluego necesitamos la inversa de
A:
& Primero hallamos el determinante de la matriz para saber si es regular:
10 2
0 1 1=1-2=-1%£0, luego admite inversa
10 1

% Matriz de los adjuntos

‘1 1‘ _‘0 1‘ ‘0 1‘
0 1 11 10 1 1 -1
0 e 4
02 o2 |1o| 72T
1 1‘ _‘0 1‘ ‘o 1‘
& Traspuesta de los adjuntos
1 0 -2
(A} =| 1 -1 -1
-1 0 1
% Inversa
1 0 -2
1 -1 -1
C(ama) (-1 0 1 (roe
Al= = =1-1 1 1
A - 10 -1
Ahora podemos hallar X:
-1 0 2)\1 0 2 1 2 0) (/3 2/3 O
X:%A_1B:% -1 1 1141 0 1 =%1 1 0|=[1/3 1/3 0
1 0 -1)(1 1 1 0o -1 1 0 -1/3 1/3
etk ipOegRekek

Matematicas aplicadas a las Ciencias Sociales |l.



UNIDAD N° 3 — Resolucion de sistemas mediante determinantes 48

, ) 3 2 2 3 11
@@ Resuelve la ecuacion A X B = C siendo: A = [4 3} B= (1 2) C= [1 1]

AXB=C « AT"AXBB'=A"CB™ = X=A"CB'luego necesitamos las inversas de A y B:

# Primero hallamos el determinante de la matriz A para saber si es regular:

3 2
A=l s

% Matriz de los adjuntos
AAd — B -[4y_(3 -4
-2 3 -2 3
( AAdj)t _ 3 -2
-4 3

i)
Adj |! _ -
A_1 = (A J) = 4 3 = 3 2
|A| 1 -4 3
#Primero hallamos el determinante de la matriz B para saber si es regular:
2 3
Bl =

1 2
*# Matriz de los adjuntos

BAd = 2 -fh_(2 -1
-3 7)) \-3 2

%¢ Traspuesta de los adjuntos
(BAdj)t _ 2 -3
-1 2

=9-8=1#£0, luego admite inversa.

% Inversa

=4-3=1#0, luego admite inversa.

s Inversa

Ahora podemos hallar X:

woaopio[3 212 -3)_(3 -2)1 - _(1 -1
-4 3 )1 1h-1 2) (-4 3)1 -1 (-1 1
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B.

2 3 1 1
@@ Dada A = [1 2} , halla una matriz X tal que AXA = (2 3}

AXA=B = AT'XAT=ATBAT= X=A"B-A7", necesitamos la inversa de A, que la hemos
hallado en el ejercicio anterior pero alli la llamabamos B, luego:

o A DG A DT

@® Determina si las siguientes ecuaciones tiene solucion y hallala si es posible:

-11 2 2 -1 0 -1 1 2 2 -1 0
a) 3 0 -1 X=|0 1 -2| SiA={3 0 -1|yB=0 1 -2|tenemos la
1 2 3 3 0 -1 1 2 3 3 0 -1

ecuacion AX = B; AT-A-X = A"-B, X = A"-B, en donde necesitamos hallar A™":

& Primero hallamos el determinante de la matriz para saber si es regular:

-1 1 2
|A| =13 0 -1=12-1-2-9=0, luego no admite inversa, es singular y la ecuacién no tiene
1 2 3
solucion.
2 -1 0 -1 1 2 2 -1 0 -1 1 2
b) |0 1 -2X=/3 0 -1| . Si llamamos A=|0 1 -2|yB=|{3 0 -1
3 0 -1 1 2 3 3 0 -1 1 2 3

tenemos la ecuacion AX = B: A"-A-X = A"-B, X = A"-B, en donde necesitamos hallar A™:

& Primero hallamos el determinante de la matriz para saber si es regular:

2 -1 0
A|I=0 1 -2=-2+6=4#0, luego admite inversa
3 0 -1

% Matriz de los adjuntos

1 —2‘ _‘o —2‘ ‘o 1‘
01_10 23 (;1 2 01 18 s
A= _‘o 1‘ ‘3 1‘ _‘3 o‘ A
1 0| 2 oof -q| \% 4 2
1 -2 o -2 p 1

& Traspuesta de los adjuntos
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-1 -1 2
(A%} =|-6 2 4
-3 -3 2
% Inversa
-1 -1 2
o2 e 1 -1 2
Adift | _—3 _ ST
A-1_(A J) 3 3 2 :l -6 2 4
A 4 4
|| -3 -3 2
Luego:
1 2 1 2 0 3/4 5/4
X=A‘1-B=Z—6 2 4 =1 1/2 1/2
-3 2 1 -1 1/4 3/4
2 0 5)\(x -3 4
@@ Resuelve la ecuacion:| 1 1 =2}y |+ 1 |=]-1
-1 1 1)z 2 1
Sestesk S ipOgegRsletesk
2 0 5 X -3 4
Sihacemos A=|1 1 -2, X=|y|,B=|1|yC=|-1], tenemos la ecuacién
-1 1 1 z 2 1

matricial AX + B = C; AX =B-C, ATA-X =A"-(B - C), es decir X = A"-(B — C), necesitamos A™:

& Primero hallamos el determinante de la matriz para saber si es regular:

2 0 5
Al=|1 1 -2/=2+5+5+4=16%0, luego admite inversa
-1 1 1

# Matriz de los adjuntos

1—2‘_1—2 1 1

1015 _21 51 _21 1o 3 12

A = _‘1 1‘ ‘1 1‘ _‘1 1‘= > 7 -2
0 5/ o 5| [2o | \T°9 2
1 -9 Tl -2 11

& Traspuesta de los adjuntos
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3 5 -5
(ara) =l1 7 9
2 -2 2
% Inversa
3 5 -5
At 1 0 3 5 -5
A= [a) 272 2) 1y 7 g
A 16 6, .,
Ahora podemos hallar X:
3 5 -5 4 -3 3 5 =5\7 1 X
X=A'1-(B—C)=%1 79 H|-1]-| 1 :%1 7 9 H-2|=|-1|=|y |luego x =
2 -2 2 1 2 2 -2 2 )\ -1 1 z
1,y=-1,z=1.
sfesteske S feOdraR etk
171 2 2 00 1710
@@ Resuelve la ecuacion: X{3 4 6|-/1 1 2|=|0 10
4 2 9 2 01 01 2
sfesteske S feOdraR etk
1 1 2 2 00 110
Sihacemos A={3 4 6 B=|1 1 2lyC=|0 1 0]|laecuacién matricial es XA — B
9 2 0 1 01 2
=C; XA=C +B; X-A-A" —(C+ B)- A; X = (C+ B)- A, necesitamos pues la inversa de A:

& Primero hallamos el determinante de la matriz para saber si es regular:
1 1 2
|A|=3 4 6/=36+12+24-32-12-27=1%0, luego existe la inversa
4 2 9
# Matriz de los adjuntos

46 36 ‘34

21 92 1429 41 21 24 -3 10
AN = _29 49 I I

1 o 2 0 1

4 6 3 4

& Traspuesta de los adjuntos
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L 52
24 -5 -2
(p%af =] -3 1 0
-10 -2 1
# Inversa
24 -5 -2
ST 24 -5 -2
ag) -0 -2 1 T
A‘1=(AA): 1 =/ -3 1 0
A -10 -2 1

Ahora podemos hallar X:

110 200 24 -5 -2 3 1024 -5 -2 69 -14 -6
010(f+112(j-3 1 0(=(122}-3 1 0]|=-2 1 0 |.
012 2 0 1))\-10 -2 1 2 1 3\-10 -2 1 15 -3 -1

X=(C+B)A'=

siesiesiedpSpReqesieoteste
@@ ;Existe algin valor de a para el cual este sistema tenga infinitas soluciones?
3x-2y-3z=2 3 -2 -3 | 2
2x+ay-5z=-4->M"=|2 a -5 | -4
X+y+2z=2 1 1 2 | 2
3 -2 -3
M=2 a

-5/=6a-6+10+3a+15+8=9a+27=0=>a=-3
1 1 2
(3 -2 -3 | ZJ
® Sia=-3M=(2 -3 -5 | -4| vy, como F; = F, + F3 en M pero no en M* el sistema es
1 1 2 | 2

incompatible ( Ran(M) = 2 < Ran(M*) = 3).
® Sia# -3 Ran(M) = Ran(M*) = n = 3 y el sistema es compatible y determinado.

Luego no existe ningun valor de a que haga que el sistema tenga infinitas soluciones.

X x+1 x+2
X Xx+3 x+4
X X+5 x+6

@@ Prueba, sin desarrollar el determinante, que: =0

x x+1 x+2 0f X X+1 x+2
x x+3 x+40BT 0 2 2

=0 ya que F3 = 2F.
x x+5 x+60B@ o 4 4
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@@ Calcula:

1 2 3 4
1+a 2+a 3+a 4+a
a) =0 yaque Fy=Fq +F3.
a a a a

5 6 7 8

1T m 0 O
0O 1T m O , ,
b) 0 0 1 =1 ya que al ser triangular superior, su valor es el producto de la
m
0O 0 0 1
diagonal principal =1 -1-1-1 = 1.

@@ Obtén en funcion de a, b, c el valor de:

a a 4d0f0fR 0 -c 0

atb a a0ObBf b -c 0= ~“|=abc
a a+c a OB fa a+c a ¢
et dodeDdadestestest
1 1 1
@® Sabiendoque |a b ¢/ =5, calcula:
Xy z
et dodeDdadestestest
111111111111111
a) la+7 b+7 c+7:§a b c/+7 7 Y:Ea b 025-522.
x/2 yl2 z/2 Xy z Xy z Xy z
a b ¢ Of a b cObm 11 1) |1 1 1
b) x v zobBd -1 1 1ofd -|-la b c/|=fa b c¢[=5
1 1 1obBde xyzD@» Xy z Xy z
sfesieskRedsieeaecieolesk
@D Calcula los valores de a para los cuales el rango de A es menor que 3:
1 0 -1
A =10 a 3 ;Puede ser ran (A) = 1 para algun valor de a?
4 1 - a
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1 0 -1
3
©® Para que Ran(A) <3 |[A|=0,esdecir 0 a 3|=a’-4a+3=0< a :{1Iuego sia
4 1 -a

=16a=3, Ran(A)<3

Como =12 # 0 independientemente del valor de a, el Ran(A) sera como minimo

-a
2 y no puede ser 1.

CUESTIONES TEORICAS

@@ El rango de la matriz de coeficientes de un sistema homogéneo de cuatro ecuaciones y
tres incognitas es igual a 3. ;Qué puedes decir de su solucion?

sesioledpRelaepaesiesiesk
Al ser homogéneo Ran(M) = Ran(M*) = 3 = n, luego la unica solucion posible es la trivial
(0,0,0).
sfesieskReasieeaecieolek

@® En un sistema de igual nimero de ecuaciones que de incdgnitas, el determinante de la
matriz de coeficientes es igual a 0.

a) ;Puede ser compatible?
b) ;Puede tener solucion Gnica?
€) ;Se puede aplicar la regla de Cramer?

a) Si, puede ser compatible e indeterminado, si Ran(M) = Ran(M*) < n.

b) No, ya que los rangos son menores que el nimero de incognitas, no puede ser
determinado sino indeterminado.

€) Si siempre que sea determinado, la regla de Cramer se puede aplicar a cualquier
sistema compatible sea determinado o indeterminado.

@@ ;Qué condicion debe cumplir una matriz cuadrada para tener inversa?
sesioledpRiedepaesiesiosk
Una matriz cuadrada M tiene inversa si |[M| # 0.

B S
72 397 397 )Y RN
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@® Sean Ay B inversas una de otra. Si |A| = 4, jcuanto vale IBI ?

Si Ay B son inversas tiene que cumplirse A -B = |, es decir |A-B| = |A|"|B| = |I| =1 ya quel
determinante de un producto es el producto de los determinantes y el determinante de la matriz
unidad es 1.

Si |A"|B| = 1:>|B| :i:l.

Al 4

@@ El rango de la matriz de coeficientes de un sistema de tres ecuaciones con tres
incdgnitas es igual a 1.;Qué rango, como maximo, puede tener la matriz ampliada?
siesioledpfeagpaesiesiosk

Como anadimos una columna de tres elementos, el Ran(M*) podra ser 2, sélo puede
haber una linea mas que sea linealmente independiente.

NN N A NN N A
steste ke dpdeOgedesieste sk

0 4 0 a a 2 - 2 .
@@ ;Existe algin valor de a para el cual la matriz 1 no tenga inversa?
sfesieskepSpReaesieoteste
a a’-2
1 =a?-a?+2=2#0como el determinante es no nulo para cualquier valor de a, no
a
existe ningun valor de a para el cual la matriz dada no tenga inversa.

PARA PROFUNDIZAR
DO

a) ;Para qué valor de a este sistema es compatible determinado?
X—-2y =1
y+z=a
xX—-3z=-1
y-z=2

b) ;Puede ser compatible indeterminado?

NN N A NN N A
steske s REPOITRER ke
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1 -2 0 | 1 1—201D[E1.,1—20111a
o 1 1 o 1 1 o 1 1
M* = S EN VR al 0B 8lzlp -3 -9=
1 0 -3 | -1 10 -3 -1ogbB™ 0 2 -3 -2
1 -1 2
o 1 -1 | 2 o 1 -1 2| ogfk 0 1 -1 2
=-6-22-2+3a-2-4=a-14=0;a=14.
1 -2 0
Sia=14,como 0 1 1|=-5#0yM*=0 Ran(M)=Ran(M*)=n=3,elS.C.D.
1 0 -3

Sia # 14, Ran(M) = 3 < Ran(M*) = 4, sistema incompatible.

b) No puede ser compatible indeterminado, ver los dos casos del apartado anterior.

A
7R

N N A N N 2N
feste sk SpdROgRaR e et

3 X X X
. . X 3 X X
@@ Calcula el valor de este determinante dando el resultado factorizado: 3
X X X
X X X 3
sfesteste oo O sie e ske
3 x x X 3+3x X X X 1 x x X 0Of
3 - 3+3x 3 13
X X XDE]‘@WZDCET@ X X X=(3+3x) x x(0BT
X X 3 x 3+3x x 3 x 1 x 3 x0T
X X x 3 3+3x x x 3 1 x x 30ofATh
1 X X X
(3 +3x) =(3+3x)(3-x)".
3-x
0 0 0 3-x
etk BT ER N

@ Discute los siguientes sistemas segln los valores de los parametros que contienen:

x-3y+z=a 1 -3 1 | a
a) x-z=b=>M*=(1 0 -1 ] b
X+z=c 1 0 1 | c
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1 -3 1
Como M|=[1 0 -1=3+3=6%#0 Ran(M) = Ran(M*) = 3 = n, sistema
1 O 1

compatible y determinado para cualquier valor de a, by c (siaa=b =c =0, el sistema seria
homogéneo y la solucidn la trivial).

X-y+z=2 1 -1 1 | 2
b) :2x+3y-2z=-8=>M*=|2 3 -2 | -8
4x+y+az=b 4 1 a | b

1 -1 1
|M|:2 3 -2 =3a+2+8-12+2+2a=2a=0=>a=0
4 1 a

1 -1 1 | 2 1 _1 1 -1 2
Sia=0 M*={2 3 -2 | -8 :>‘2 3‘:5¢0;2 3 -8=5b+20=0=b=-4
4 1 0 | b 4 1 b

Luego pueden darse los casos :

a_Ob:—4:>Ran( )=Ran(M*)=2<n=3 - SCl
b # -4 = Ran(M)=2<Ran(M*)=3 - Sl
a#0=Ran(M)=Ra(M*)=3 =n - S.CD. (Ob).
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