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PARA RESOLVER ( Pagina @0 )

4 5 -1
00 Dadalamatriz A=|-3 -4 1|, calculaA?, A}, ..., A",
-3 -4 0
---00000---
4 5 -1
A=-3 -4 1
-3 -4 0

4 5 -1\(4 5 -1 4 4 1
A*’=|-3 -4 1}{-3 -4 1|=|-3 -3 -1
-3 -4 0J){-3 -4 0 0o 1 -1
4 4 14 5 -1 (100
A®=A%>A=|-3 -3 -1}{-3 -4 1|=|0 1 0]|=I
0 1 -1){-3 -4 0 00 1
A=A A=1-A=A

Es periddica de periodo k = 4.

4 4 1
A128=A3'42+2=(A3)42_A2=|42 ’A2=I'A2=A2= _3 _3 _1
0 17 -1
kKR IHIFLOIHI 3k k%
5 -4 2

®0O Comprueba que A>=2A -1, siendo A=| 2 -1 1 |ella matriz unidad de orden
-4 4 -1
3. Utiliza esa igualdad para calcular A* .
---00000---
5 -4 2\(5 -4 2 9 -8 4
A2=AA=| 2 -1 112 -1 1|=|4 -3 2

-4 4 -1)(-4 4 -1) (-8 8 -3

5 -4 2

100 10 -8 4 100 9 -8 4
2A-1=222 -1 1|-|10 1 0= 4 -2 2 |-|0 1 0= 4 -3 2
-4 4 -1, (0 0 1 -8 8 -2) (0 0 1 -8 8 -3

A% =(A%)2 = (2A -1 =4A% - 2A1-2A1+1> =4(2A 1) -4A +1> =8A -4l -4A +1 = 4A - 3| =
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UNIDAD N° 2 — MATRICES 022
5 -4 2 100 20 -16 8 300 17 -16 8
=4/ 2 -1 1/|-30 1 0|=| 8 -4 4|-|0 3 0|=| 8 -7 4
-4 4 -1 001 |-16 16 -4) |0 0 3] |-16 16 -7
B 3% IO IR 3

2
® 0 Determina a 'y b de forma que la matriz A :[ b ] verifique A% = A.

a

---00000---
4-a=2 < a=2
2 -N\(2 -1_(2 1 4-a -2-b) (2 -1 -2-b=-1<b=-1
a bjla b a b 2a+ab b’-a a b 2a+ab=a = a(2+b)=a = 2+b=1=b=-1

b2 -a=b=(-1)%-2=-1

H kIO Ik 3k
1 41
7 7 10
@®® Calcula A"y B" siendo: A=|0 1 0 yB:(0 3}
0O 0 1
---00000---
L
7 7
A=/0 1 O
0O 0 1
N (22
7 7 7 7 7 7
A?=AA=|0 1 00O 1 0[=|0 1 O
0 0 1{/]0 0 1 0O 0 1
p 2211 (33
7 7 7 7 7 7
A>=A%A=/0 1 OO 1 0|=|0 1 O
0O 0 1{|0 0 1 0O 0 1
4 NN
7 7
A"=/0 1 0 |que probamos usando el método de induccion:
0O 0 1

HEVEHATIECS AVLIEELEE O LGS o E6. (-



UNIDAD N° 2 — MATRICES 23
L
7 7
© Comprobamos que se cumple paran=1: A=|0 1 0
0O 0 1
1 n-1 n-1
» 7 7
@® Supuesto que se cumple paran—1,A""'=|0 1 0 |comprobamos que se cumple
0 O 1
1 n-1 n-1 11 4 NN
7 7 7 7 7 7
paran: A"=A"A=(0 1 0 HOo 1 0f=|0 1 0O].
0 O 1 0O 0 1 0O 0 1

03
ooy 20O 2

1 0
B" = (0 3”] que demostramos por induccion:

0 3
1
O 3n—1

10
© Comprobamos que se cumple paran=1:B :( ]

® Suponemos que se cumple paran -1, B"™ :(

g g o_1 (1 0y_(1 0
0o 3"Jlo 3) o 3

3% 3k 3 L@ I I 3k 3k 3k

] y comprobamos que es valida para

1 2 0 3
® 0O Dada la matriz A= (2 1], halla una matriz B tal que A-B = (3 Oj

---00000---
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UNIDAD N° 2 — MATRICES 24

b 1 2 b +2c b+2d 0 3
Sea B = [2 dJ se cumple AB =[ J{a ] = [a ¢ ] =[ jigualando matrices

2 1){c d 2a+c 2b+d 30

tenemos un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incégnitas ( en realidad son dos sistemas
de dos incognitas) que resolvemos:

+2c =0 -2a-— =
a+20=00M ~2a-4c=0 pmag 3023 . = —fa=-2c=-2(~1)=2
2a+c=3 0¥ 2a+c=3

{b+2d:3 o, b+2d=3

OfM™M%, -3b=3 = b=-1d=-2b=-2(-1)=2
2b+d=0008 -4b-2d=0

2 -1
luego la matriz buscada es B :( j

-1 2
ek HIHBOIBLIL k%
0 2 -1
®0 Dada lamatriz A=|0 0 1 |, prueba que A® es la matriz nula. Demuestra
0 0 O

después que la matriz | + A + A es la matriz inversa de |- A.

---00000---
0 2 -1h(0 2 -1 0 0 2 0 0 20 2 -1 0 0O
A2=AA=/0 0 110 0 1|=(0 0 0|=A*=A%*A=/0 0 OO O 1(=|0 0 O
00 0)lO O O 0 0O 0 0 0)lO O O 0 0O
Para demostrar que la matriz | + A + A? es la matriz inversa de I- A, su producto ha de

dar la matriz unidad |, comprobémoslo:
(I+A+A) - (1-A)=P-1A+AI-A2+ AP - A =12=],

3 3k 3% 38 I © 3B 36 3k 3k 3k
3 0 8
®0 Dada la matriz A=| 3 -1 6 |, comprueba que (A +1)> = O y expresa A> como
-2 0 -5
combinacion lineal de A e I.
---00000---
3 0 8 100 ? 4 0 8 4 0 8 0 0O
A+1’={| 3 -1 6 [+/0 1 0/| =[{3 0 63 0 6|={00 0[|=0
-2 0 -5 0 0 1 -2 0 -4)\-2 0 -4 0 0O

A+1)2=0; A+ A1+ 1A+ P =N+ A+ A+1=A"+2A+1=0; A2 =- (2A+1)=-2A-I.

3% 3% % I @ IL I 3k 3k
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]?
I
N
wu

(2] 6]
a) Comprueba que la inversa de Aes A" :

50 2 15 -2/5 0
A=|0 0 1|A'=|-3/5 6/5 1
310 0 1 0

b) Calcula la matriz X que verifica XA = B, siendo A la matriz anterior y B = (1 -2 3).

---00000---
5 0 2)( 15 =-2/50) (100
a)AA"=/0 0 1(-3/5 6/5 1[=/0 1 0|=l,.
310 0 1 0) (0 0 1
/5 -2/5 0} _
b)XA=B; X-A-A"=B-A"=(1 -2 3)}/-3/5 6/5 1 :(g o _zj
0 1 0
3 3830 @3B IB e A

® @ Determina las matrices A 'y B que son solucion del siguiente sistema matricial:

0O 5 -4 7 1 2
3A-2B=| 5 9 0 |=C;2A+B=|-6 6 7 |=D
15 -4 4 10 -5 -2
---00000---

3A-2B=Cpf#8, 3A-2B=C [0 2 rote
JA+B=D L 4A+ZB:2DDE1"E"E& 7A=C+2D<:»A=7 5 9 0 |+2-6 6 7
15 -4 4 10 -5 -2

2 10 7 1 2 2 1 0 3 -1 2

A=|-1 3 2| B=D-2A=|-6 6 7 |-2/-1 3 2|=|-4 0 3

5 -2 0 10 -5 -2 5 -2 0 0 -1 -2

e % HBILOIVIB ¢ k¢

@® 0 Estudia el rango de las siguientes matrices segln el valor del parametro k
4 1 3 2 -1 -1 1 0 2
3|/P={2 6 4 k Q=1 3 10
2 4 12 8 -4 2 10 3 k

—
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UNIDAD N° 2 — MATRICES

---00000---
1 -1 -1y 0B (1 -1 -1
#&/1 -1 2|0BT o o 3 |ya esta escalonada y, como tiene 3 filas y columnas no
2 1 k)oOBEL (0 3 k+2
nulas independientemente de k, el Ran(M) = 3 para cualquier valor de k.

2 -1 4\ 0B, (2 -1 4
#&|-2 1 3|0BT |0 0 7|yaescalonada,si2k+1=0,sik=-1/2
1 k 7)08Fm0. (0 2k+1 0

& Si k =-1/2, hay dos filas no nulas y tres columnas no nulas, luego Ran(N) = 2.
& Sik #-1/2, hay tres filas y columnas no nulas y Ran(N) = 3.

13 2 -1 06 13 2 -1
®|2 6 4 k |O0BFfL |0 0 0 k+2|k+2=0;k=-2
4 12 8 -4)o0fBFfL (0 0 0 O

& Sik = - 2, queda una sola fila no nula, luego Ran(P) = 1
& Sik # -2, hay dos filas no nulas, luego Ran (P) = 2.

-1 1 0 2) OG 1.3 2 -1 m]isn 13 2
|1 3 10/0B% (0 4 1 2 Of 041 2 |k=-2=0,k=2.
2 10 3 k)OBEf (0 12 3 k+4)O0BF® (0 0 O

& Sik = 2, quedan solo dos filas no nulas y Ran(Q) = 2.
O Sik # 2, hay tres filas no nulas y Ran(Q) = 3.

He kR IHBOIBLIL kK%
5 -5 -6
® 0O Halla el valor de k para que el rango de la matrizAsea2. A=(-5 3 -1
0 kK 7
---00000---

5 -5 -6\ 0& 5 -5 -6\ O 5 -5 -6

-5 3 -1|0Bf |0 -2 -7| O0f |0 -2 -7 |paraqueelrangode A sea 2, ha
0 k 7 ) Of 0 k 7 )0BfR 0 k-2 0

deserk—2 =0, es decirk = 2.

3% 3% % IO IL I 3k 3k 3k
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UNIDAD N° 2 — MATRICES

2 0 1 -1
©0 Halla X e Y sabiendo que 5X+3Y=(_4 15J:Cy3X+2Y=[_2 gsz

---00000---

2 0 1 -1
iR —XZBB—ZAQXZZA—BBZZ( j—3(

5X+3Y=A0@E -10X-6Y = -2A
-4 15) (-2 9

3X+2Y=B 0O& 9X+6Y=3B
:(_1 3J:>Y %(A 5x)_%((_24 1%}—5(_12 2}]:(_21 _05],Iuego:
s vl )

2 1 .
© 0 Dada la matriz A = [2 3], halla dos numeros reales my n tales que A + mA + nl =

3% 3k B O IBIL 3% 3k %

0.
---00000---

2 1 2 1 10 00 2+2m+n=0 1+m=0
A+ mA +nl =0 luego +m +n = =
2 3 2 3 0 1 00 2+2m=0 3+3m+n=0
Si1T+m=0062+2m=0,m=-1.Sim=-1y2+2m+n=063+3m+n=0,n=0.
Kk KIHIHEOII k%

©® Determina, si es posible, un valor de k para que la matriz (A - kl)? sea la matriz
nula, siendo:

0 -1 -2
A=-1 0 -2
1 1 3
---00000---

(A —kl)? = 0; luego
0O -1 -2 1 00 2 -k -1 =2 -k -1 -23\-k -1 -2
-1 0 -2|-kKl0 1 O =-1 -k -2 |={-1 -k -2}{-1 -k -2 |=
1 1 3 0 0 1 1 1 3-k 1 1 3-k)| 1 1 3-k
k?-1=0 « k=#1
2k-2=0 = k=1
-2k+2=0 = k=1
4k -4=0 = k=1
k2—6k+5=0«={k=1

2

k?-1 2k-2 4k -4 000
2k-2  k?-1 4 -4 |=|0 0 0|
-2k+2 -2k-2 k?-6k+5 000

luego el valor de k que

k=5
cumple todas las ecuaciones es k = 1.

3% 3k 3 L@ I I 3k 3k 3k
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UNIDAD N° 2 — MATRICES 28

©®6 Una compania de muebles fabrica butacas, mecedoras vy sillas, y cada una de ellas
de tres modelos: E (economico), M (medio) y L (lujo). Cada mes produce 20 modelos E, 15 M
y 10 L de butacas; 12 modelos E, 8 My 5 L de mecedoras, y 18 modelos E, 20 My 12 L de
sillas. Representa esta informacion en una matriz y calcula la produccion de un ano.

---00000---
E M L
Butacas (20 15 10

Cada mes fabrica :
Mecedoras| 12 8 5

Sillas 18 20 12
20 15 10
Produccion anual = 12 meses/ ano - produccién mensual=12 (12 8 5 |=
18 20 12
E M L

Butacas 240 180 120

" Mecedoras| 144 96 60
Sillas 216 240 144

3% 3% 3% LI © I IB 3% 3k 3k

©®0 En un edificio hay tres tipos de viviendas: L3, L4 y L5. Las viviendas L3 tienen 4
ventanas pequenas y 3 grandes; las L4 tienen 5 ventanas pequenas y 4 grandes, y las L5, 6
pequenas y 5 grandes. Cada ventana pequena tiene 2 cristales y 4 bisagras, y las grandes, 4
cristales y 6 bisagras.

a) Escribe una matriz que describa el niumero y tamafo de ventanas de cada vivienda
y otra que exprese el numero de cristales y bisagras de cada tipo de ventana.

b) Calcula la matriz que expresa el nimero de cristales y de bisagras de cada tipo de
vivienda.

---00000---
a)
P G
L3(4 3
N° y tamafno de ventanas/vivienda = M = Lal5 4 siendo P = ventanas pequenas y G =
L5(6 5
ventanas grandes.
C B
N° de cristales y bisagras/tipo de ventana =N = P (2 4] siendo C = cristales y B = bisagras.
G\4 6
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UNIDAD N° 2 — MATRICES 29

b) Para obtener los cristales y bisagras/ viviendo podemos hacer Max, ‘Nox2 con lo nos
quedarian las filas de la primera ( tipos de vivienda) y las columnas de la segunda ( cristales y
bisagras) o N'. - Mb.s quedandonos las filas de la primera ( cristales y bisagras) y las
columnas de la segunda ( tipos de vivienda), optamos por la segunda forma que nos dara la
matriz traspuesta de la primera:

PG L3 L4 L5 L3 L4 LS
NIME=C(2 4)p(4 5 6)=C(20 26 32
Bl4 6)gl3 4 5) B34 44 54

3% 3% 3% LI © I IB 3¢ 3k 3k

©0O Un industrial fabrica dos tipos de bombillas: transparentes (T) y opacas (O). De
cada tipo se hacen cuatro modelos: M1, M2, M3 y M4

T o)
300 200
400 250 Esta tabla muestra la produccion semanal de bombillas de cada tipo y modelo
250 180
500 300

-

w

SIS

E>

El porcentaje de bombillas defectuosas es el 2 % en el modelo M;, el5% enelM;, el 8
% en el M3y el 10 % en el My . Calcula la matriz que expresa el niumero de bombillas
transparentes y opacas, buenas y defectuosas, que se producen.

---00000---

Tanto por uno de bombillas buenas y defectuosas por modelo:
M, M, M; M,
D(0,02 005 0,08 01
B (0,98 095 0,92 0,9]

Multiplicando las dos matrices obtenemos las bombillas transparentes y épacas, buenas
y defectuosas que se producen:

T O
M, M, M, M, M,(300 200 I o
D(002 0,05 008 01)M,|400 250 |=D( 96 609 \que, como el nimero de bombillas
3[0,98 095 092 0,9J|\/|3 250 180 5(1354 869,1)
M, 500 300
T @)

B(1354 869

ha de ser entero, podemos aproximar a D( 9% 61 j

3% 3% 3% LI © I IB 3% 3k 3k
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UNIDAD N° 2 — MATRICES 30

© 0 Escribe en forma matricial y resuelve, si es posible, utilizando la matriz inversa:

B x+z =510
a {Xx_fyy ;; b)! y =-234
y+z =254

---00000---

7

a) M-X=B;( ]( j (1j para resolverlo hemos de hallar la inversa de M :
(1 -2 | 1 JD@, (1 -2 1 o)mﬁﬁ@, (3 0] 1 2]5@
11 10 1pohkf (0 |—11D@ 0 3] -11)0R%

3
12
(1 O 1 /3 2/3]:M'1: 3 3| Ahora podemos hallar la solucion del sistema:
0 1] -1/3 1/3 1
3 3
1 2
X =M B=(XJ: 3 3-(1]:(5 luego x =5,y = 2.
y) |21 (7)) 2
3 3
1 0 1)(x 510
b)M-X=B;|0 1 0{y|=|-234|pararesolverlo hemos de hallar M :
01 1)lz 254
101100008 (10110 008B Mmoo 1 1 -1
010]010|/0fB o100 1 o0/0f |010]0 1 0
011]001o0bBf (l001]0-11 0 001]0-11
1 1 -1
M'=|0 1 0 |ahora podemos resolver el sistema multiplicando las matrices:
0o -1 1
X 1 1 -1)\( 510 22
X=M"'"B=|y|[=|0 1 0 [|-234|=|-234 |luego la solucién del sistema es :
z 0 -1 1) 254 488

x=22,y=-234yz=488.
3% 3k 3k I8 IO I I 3 3k 3k

© @ Escribe en la forma habitual los sistemas:

3 -2 2 X
2 [l 3
0 7 y 1 2 1 5 , -1
---00000---
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UNIDAD N° 2 —- MATRICES

3x—-2y =2 +5y—37 =1
b){x y-3z=

a) {x+5y=0
2x+y+5z=-1
7y =1
kKR IHIFLOIHI 3k k%
1 1 2
©®0 Dada A=| 2 0 -1], calcula, si es posible:
-6 -1 0

a) matriz X tal que X - A= (10 -1).
10 1
b) Una matriz Y tal que Y-A =
010

---00000---

En los dos apartados necesitamos hallar AT
1 1 21100y 08B (1 1 2] 1 o0oo0yoft (2 0o -1 o

10
2 0 -1 01 0/0B™ |0 -2 -5/ -2 1 0| O& 0 -2 -5 -2 10
-6 -1 0] 00 1)o0B™ o 5 121 6 0 1)ofe (0 0 -1 2 5 2

obf (2 o o -2 -4 -2obB (100 -1 -2 -1 -1 -2 -1
obB?h |0 -2 o] -12 -24 -10|0BfR |o 1 00 6 12 5 |=A"=6 12 5
ok lo o -1 2 5 2 ) ofs |oo0o 1 -2 -5 -2 -2 -5 -2
-1 -2 -1
a)X-A=(1 0—1);X=(10—1)-A‘1=(1 0 —1)' 6 12 5 =(1 3 1)_

-2 -5 -2
10 1 10 1 1o T2 L3 o7 3
b)Y A= =Y = A = 16 12 5 |= .
010 010 0 10) , L | le 125

3% 3% % I © IL I 3k 3k 3k

0 ,
© 0O Calcula los valores de x para que la matriz A = G)( J verifique la ecuacion A? -
X

6A + 91 = 0.
---00000---
A’—BA+91=0
x 0)(x O x 0 10 x2 0 6x 0 9 0 x2 —6x +9 0 00
i -6 +9 = - + = =
0 xJl0 x 0 x 0 1 0 x2 0 6x) (0 9 0 x2 -6x+9) 0 O
luego ha de ser x> =6x+9=0 = (x-3)>=0 = x-3=0 = x=3.
KKKk IHIEOILI k3%
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= N

. - . 10 -1
O O Resuelve la ecuacion matricial 2A + AX + B = 0 siendo A :[ ’ 1) yB :[ 3

|

---00000---
2A+ AX+B=0; AX=-2A-B; X= A'1-(—2A — B), necesitamos pues hallar la inversa de A.

1 1 1 1 1
( 0 | OJ 0. [ 0 | O] =A™ :(1 3] ahora podemos hallar X:

-1 110 1olf (0 1] 11
NG Sl ) (5 O W ) P D
1 1)U -1 1) (=3 1)) 1 1)ls -3)7(4 -5
R BBORRE & #

2 3
0 0 Dada la matriz A :( J, halla el valor de x e y para que se cumpla la igualdad

A2 - xA -yl = 0.

---00000---
2 3)(2 3)_[2 3)_(10)_(-2 93 (2x 3x|_(y 0)_(-2-2x-y 9-3x }_(0 0
-2 1){-2 1 2 1) o 1)71-6 -5/ [-2x x) (0 y) | -6+2x -5-x-y) (0 0
9-3x=0 = x=9/3=3
: _ -6+2x=0 < x=6/2=3
igualando matrices: luegox=3ey=-8.
-2-2Xx-y=0« 2-6-y=0 < y=-8
-5-x-y=0= 5-3-y=0<y=-8

3 3k 3% 38 I © 3B 36 3k 3k 3k
1 00
®® Dada A=|{1/10 1 O
1/10 0 1
a) Calcula A + A?
X 20
b) Resuelve el sistema A°|y |=| 5
z 1
---00000---

a)A+A%=
1 00 1 00 1 00 1 00 1 00 2 00
=11/10 1 O|+[1/10 1 O}{1/10 1 0O|=|1/10 1 O|+|2/10 1 0|=|3/10 2 O
1/10 0 1) (1/170 0 1){1/10 0 1) |1/10 0 1) (2/10 0 1) |3/10 0 2
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b) Para resolver el sistema necesitamos calcular previamente A>:

1 00y 1 00 1
A =A2-A=12/10 1 0}1/10 1 0|=|3/10
2/10 0 1/{1/10 0 1 3/10

0
1 luego:
0

1 00y 1 0O 1 0
1
0

A°=A%-A%2=|3/10 1 0}{2/10 1 0|=[1/2
3/10 0 1)\2/10 0 1 1/2
Y ahora necesitamos hallar la inversa de A”:

0
0
1
0
0
1

1 00| 10 0 O 100 1 00y0OB (100] 1 00
1/2 1 0 | 0 1 o|OfkoE, |0 2 0 | -1 2 o|OBEE |01 0] -1/12 10
12 0 1 | 0 0 1)OfkoE. (0 0 2 | -1 0 2)0B& (00 1] -1/2 0 1
1 00
luego (A‘r’)_1 =|-1/2 1 0|y ahora podemos resolver el sistema:
-1/2 0 1
X 20 1 0 0)(20) (20
y|=(a%)" 5 |=|-172 1 ol 5 |=|-5].
z 1 -1/2 0 1) 1 -9
B 38IBOIBIB ¢ ¢ ¢

0O Sean las matrices
X 1 Z 1
A =| 2x —1,82(1],02 2z .D=| O
“x 1 Y -z 1/3

a) Sabiendo que A - B + C = 3D, plantea un sistema de ecuaciones para determinar x, vy,

Z.
b) Encuentra, si es posible, una solucion.

---00000---

x 1 ’ z X+y z X+y+z 3
a)A-B+C=|2x —1-( j+ 2z |=| 2x-y |+| 2z |=| 2x-y+2z |=3D =| 0 |el sistema es:
-x 1 y -z -Xty -z -X+ty-2z 1
X+y+z=3
2x-y+2z=0
-x+ty-z=1
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b) Vamos a resolverlo por el método de Gauss:

X+y+z=3 1 1 1 | 3) O& 11 1] 3 X+y+z=1
2x-y+2z=0<|2 -1 2 | o|OB®L |0 -3 0 | -6|0FFP. | -3y=-6 que
-x+y-z=1 -1 1 -1 1)obB% (o 2 0| 4 2y =4

es compatible e indeterminado. Resolvemos —3y =-6;y=2,2y=4;y=2,x+y+z=1;x=1
—-y—-z=1-2-2z=-1-2z Sihacemos z = A, la infinitas soluciones son de la forma:

(x=-1-A,y=2,z=A)yparaA =0, unasoluciones (x=-1,y=2,z=0).
H kR IHBOIBLIL k%

@0 Calcula una matriz X que conmuta con la matriz A, estoes, A - X =X - A, siendo
1 1
A= (O J y calcula AZ + 2-A" - X,
---00000---

Sea X = a b ,cOmo A-X=X"-A, 1 1_a b = a b-1 1esdecir:
c d 0 1)\c d c d){0 1

atc=a=>c=0

+ + + . =c=
atc b+d)_fa a+b 0 [8rgenee, c=c=0 la matriz X es de la forma:
C d c c+d d=c+d=d

b+d=a+b=d=a

X = (a bj OabOR.
0 a

Ahora hallamos la inversa de A:

1111 0\offa (1 0] 1 -1 L (1 -1
=A =
01101 of \01]0 1 0 1

A2+ 2.AT X = TR 1 .,_21 -Nfa byj_(1 2 N 2a 2b-2a)_(1+2a 2+2b-2a
0 1){l0 1 0 1)l0 a 0 1 0 2a 0 1+ 2a
H R HIEOILIL 3k 3k %

@O Sean Ay B las matrices dadas por:

A=

O NN O
o o0 N
-~ O O
o
]
o 0O o

0
0
1

o O T

Encuentra las condiciones que deben cumplir a, b, ¢ para que se verifique A- B =B - A.

---00000---
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UNIDAD N° 2 — MATRICES

5 2 0)(a b O 5a+2c 5b+2c O
AB=(2 5 0Oflc ¢ 0|=(2a+5c 2b+5c O
0 0 1)l0 0 1 0 0 1) . _
A'B=B-A= a b 0)(5 2 0) (5a+2b 2a+5p 0) Judande:
BA=|c ¢c 0O{2 5 0|=]| Tc 7c 0
0 0 1){l0 0 1 0 0 1
ba+2c=5a+2b = 2c=2b = c=Db
5b+2c=2a+5c =« 2c=2a = a=c
luegpa=b=c
2a+5c=7c = 7Tc=7Cc = C=¢C
2b+5c=7c = 7c=7c = c=c¢C
H kB ILO Ik 3k
0 3 4
©®0 Dada la matriz A=| 1 -4 -5|, prueba que se verifica A® + |I= 0 y utiliza esta
-1 3 4
igualdad para obtener A' .
---00000---
0O 3 430 3 4 -1 0 1
AZ=A A= 1 -4 -5 1 -4 -5(=|1 4 4
-1 3 4 ){-1 3 4 -1 -3 -3
-1 0 1 0O 3 4 -1 0 O 100
A=pA>-A=1 4 4[1{1 -4 -5|=/0 -1 0|=-0 1 0|=-;.

-1 -3 -3){-1 3 4 0 0 -1 00 1
A+l=-1+1=0

A=A = (AR A=(-1)p-A=-1-A=-A,
B % IBIBOIBIE ¢ ¥

®® Una matriz cuadrada se llama ortogonal cuando su inversa coincide con su
traspuesta. Calcula x e y para que A sea ortogonal:

3/5 X 0

A= y =-3/5 0

0 0 1
---00000---
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UNIDAD N° 2 —- MATRICES 1 3

B
W
(op]

=Y

Para que sea ortogonal A" = A', es decir A- A" =A- A, pero A- A" =1, luego A- A'=1,
sustituimos e igualamos:

3/5 X 0)(3/5 y 0 9/25+x*> 3y/5-3x/5 0 100
A-A'=1;| y -3/5 0}/ x =-3/5 0|=|3y/5-3x/5 y*+9/25 0[=[0 1 0
0 0 1)L 0 0 1 0 0 1 0 0 1
9 =t x2=1-2218 o, 16,4
25 25 25 25 5
3y—3x_0@X:y
Igualando: S vemos que efectivamente x = .
3y —3x _ _
=0 e x=y
9 2 2 9 16 16 4
—+y° =1= =l-— - —— s y=t |[—=+—
25 7 Y =T Ts TV T 25 s
%k K IO I e k%

0 O Resuelve la ecuacion matricial:

1 1) [4 -2)_(6 4
3 4)7\-1 0) (22 14
---00000---

1 N (6 44 -2 _ ,
X= . - necesitamos halla las inversas
3 4 22 14)\-1 O

1111008 (11] 1 0\off (1 0] 4 -1 (1 1) (4 -1
(34|01Jm@‘ﬁﬁ, (o1|—3 1) aJé! (o1|—3 1]:(3 4j '(—31

(4 —2|10J 0. (4 —2|10Jm-@ [4 0 |0 —4jmfﬁ»
|

-1 0 | 0 1otk (0 -2 11 4) 0B 0 -2 | 1 4 )ghe
-1

10 0 -1 4 -2 0 -1

| = = ahora ya puede hallarse X:

01 ] -12 -2) -1 0 -1/2 -2

w1 18 4y4 -2)7_(4 -6 4y 0 -1)_(-1 -6

3 4) |22 14){-1 o) -3 1 )22 14){-1/2 -2) (-1 -8
% % 380 O BI04

CUESTIONES TEORICAS ( Pagina @6 )

@O ;Por qué no es cierta, en general, esta igualdad?: (A + B) -( A - B) = A? -B?

---00000---
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UNIDAD N° 2 — MATRICES 37

Si multiplicamos (A +B) - (A—-B)=AA-A'B+B-A-B-B=A>-A-B+B-A-B?
pero como el producto de matrices no es conmutativo, en general, A-B £ B-A y, por tanto — A- B
+ B- A no es nulo.

KK HHBILOILIL sk k¥
O 0 Sea A una matriz de dimension 2 x 3:

a) ;Existe una matriz B tal que A B sea una matriz de una sola fila?
b) ;Y para B - A?

100
Pon un ejemplo para cada caso, siendo: A = (2 1 OJ

---00000---

a) Como A es de 2 x 3, B tendra que ser de 3x1, y el producto A-B sera de 2xn, luego no
puede tener una sola fila tendra siempre dos filas, las columnas si pueden sern =1, 2, 3, etc.

0
1 0 0 0
Si, por ejemplo B=| 1 |= AB = (2 ) 0} 1|= (1]
0 0 2x1

b) Para que B-A sea posible B tiene que ser de dimension nx2, luego si puede sern =1,

por ejemplo, siB= (1 —-1)=B-A =1 —1)-(; (1) 8]:(—1 )

3% 3k 3 L @I I 3k 3k 3k

OO0 Sean A y B dos matrices cuadradas del mismo orden. Si A y B son simétricas, ;jlo es
también su producto A - B? Si la respuesta es afirmativa, justificala, y si es negativa, pon un
contraejemplo.

---00000---

Una matriz es simétrica si a; = a; si i # j, pero al multiplicar dos matrices simétricas, como
se multiplican filas de la primera por columnas de la segunda, la simetria puede perderse. Por
ejemplo:

2 1 0)-10 1 -2 1 4
1 0 -1 0 1 2|={-2 -2 1 |lasdos primeras son simétricas y su producto no.
0O -1 3/){l1 20 3 5 -2

H kIO Ik 3k

©0 Sean A = (aij )mn , B = (bij )n,p, C = (Cij )qr - ¢ Qué condiciones deben cumplir p, qy
r para que se puedan efectuar estas operaciones?

a) A-C-B
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UNIDAD N° 2 — MATRICES 38

b) A-(B+C)

---00000---
@) Amxn - Coxr * Bnxp , N =g =, ya que en un producto de matrices las columnas del primer
factor ha de coincidir con las filas del segundo factor.

B) Amxn © (Bnxp + Coxr), POr un lado, para que dos matrices se puedan sumar, han de tener
la misma dimension, luego n = gy p = r, por otro lado para que se puedan multiplicar la
columnas de la primera (n) ha de ser igual a las filas de la segunda ( la suma) que también ha
de ser n.

3k 3k sk IO Ik k%
©® Una matriz de 3 filas y 3 columnas tiene rango 3.
a) ;Cémo puede variar el rango si quitamos una columna?
b) Si suprimimos una fila y una columna ;podemos asegurar que el rango de la matriz
resultante sera 2?

---00000---

a) Al quitar una columna, el rango bajara a dos, que son las columnas que quedan
linealmente independientes.

13 0
b) No, puede ser rango 2 o rango 1, por ejemplo |2 2 0 [tiene rango 3,pero si
2 2 -1

2 2
suprimimos la fila 1 y la columna 3, la matriz (2 2) no tiene rango 2 sino uno, pues soélo hay

una linea linealmente independiente.

He kR IHBOIBLIL k%
12 0 3
00 ;Es posible anadir una fila a la matriz |0 1 -1 -2|de forma que la nueva
27 -3 0

matriz tenga rango 4? Razona la respuesta.
---00000---

Dependera de dos cosas: del rango de la matriz inicial y de la relacion de la fila que se
afiada con las que ya hay ( si son 0 no combinacion lineal).
Luego vamos a hallar primero cual es el rango de la matriz inicial:

12 0 3YofB (12 0 3)YOB (12 0 3

01 -1 -2 0B |01 -1 -2 0B |0 1 -1 -2 |como sdlo hay dos filas
2 7 -3 0 /obds (0 3 -3 -6)ufs® (0 0 0 0

linealmente independientes el rango es 2, al afiadir una fila puede ocurrir:
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UNIDAD N° 2 — MATRICES 1 39

QO Si la fila que se aflade no es combinacién lineal de las dos que quedan el rango sera
tres.

O Si la fila que se afiade es combinacién lineal de alguna o algunas de las existentes, el
rango seguira siendo dos.

3% 3k L IL O I I 3k 3k %

PARA PROFUNDIZAR ( Pagina @© )

00 ;Qué condicion debe cumplir una matriz A de dimension 3 x 3 para que se verifique
que A + A" = 2A?
---00000---

A+ A'=2A, luego A'= 2A — A = A, es decir ha de ser simétrica a;; = aj sii #j.
3k 3k 3k 36 36 © 36 3 3k 3k 3¢

©0 a) Si A es una matriz regular de orden n y existe una matriz B tal que AB + BA =0,
probar que BA" + A" B = 0.

b) Si A= -3
4 3

] , halla una matriz B # 0 tal que AB + BA = 0.
---00000---

a) Como A es regular (tiene inversa = A') podemos multiplicar los dos miembros de la
igualdad por A" por la izquierda, quedando A'(AB + BA) = A"A-B + A"B-A=A"0, es decir:

B+A'"B-A=0O(yaque A"A=lel-B=Byademas A"-O=0)

Si ahora multiplicamos los dos miembros de la igualdad resultante por A’ por la derecha
tendremos:

B-A'+ATB-A AT=0-A", 0seaB- A" + A"B = O que es lo que queriamos demostrar.

b) B tendra que ser cuadrada y de orden 2 ( para que sean posibles los productos AB y

by . o
, Si hacemos la operacion e igualamos:

BA), de laforma B = (a
c

AB +BA=

-3 -2)(a b) (a b)(-3 -2)_(-3a-2c -3b-2d) (-3a+db -2a+3b)_
4 3)lc d) lc d)l 4 3 ) | 4a+3c 4b+3d ~3c+4d -2c+3d)
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UNIDAD N° 2 — MATRICES

4a+4d=0 < a=-d
-6a-2c+4b -2d-2a )\ _ (0 O -2d-2a=0=a=-d
( 4a+4d 6d+4b—2cj_ '(o o]: ~6a-2c+4b=0

6d+4b-2c =0
ultimas son la misma igualdad —6a - 2c + 4b = 0, luego ¢ = 2b — 3a, si fijamos b, tendremos al

b
final que B = a )
2b-3a -a

como a = -d, las dos

%k K F IO I e k%
©@ Demuestra que si una matriz verifica A> = O (O es la matriz nula), entonces A no

puede tener inversa.
---00000---

Supongamos que A si tiene inversa, entonces AZ-(A‘1)2 = (A-A‘1)2 =12 =Itendria que ser
igual a la matriz nula O, lo que no puede ser verdad, luego deducimos que A no puede tener
inversa.

H IO Ik %k

OO Sean A y B dos matrices cuadradas del mismo orden. De la igualdad A - B = A - C no puede
deducirse, en general, que B = C.

a) Prueba esta afirmacion buscando dos matrices B y C distintas tales que A- B=A - C,
1 1
siendo A=
1 1

b) ;Qué condicion debe cumplir la matriz A para que de A - B = A - C se pueda deducir
que B =C?

---00000---

SiB = _10¢C:3 2:>A-B=11-_1O=22:A-C:11-3 2:22
3 2 -1 0 1 1){L3 2 2 2 1 1)\-1 0 2 2
b) Que exista A”', que A sea regular y no singular.

3% 3% 3% LI © L IB 3% 3k 3k

O 0 Estudia el rango de las siguientes matrices segln los valores de a
1 2 -1 a 10
M={2 4 a| A=/0 13
a 2 -1 a 11

---00000---
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UNIDAD N° 2 — MATRICES

1 2 -1 OB 1 2 -1
|2 4 a|0OBA | 0 0 a+2],luego los valores a discutir son:a+2=0;a=-2ysi
a 2 -1)ofm (a-1 0 o0

a-1=0,a=1.
Sia=1
1 2 -1
0 O 3 | hay dos filas linealmente independientes, Ran (M) = 2.
0 0 O
Sla=-2
1 2 -1
0 O O | hay dos filas linealmente independientes, Ran (M) = 2.
-3 0 O

Sia#1 Oa# -2, hay tres filas no nulas y Ran(M) = 3.

a10)08 (a10
(0 1 3| 0fa [0 1 3|luego:
a1 1)0B% (0 0 1
010
Sia=0A=|0 1 3 |haydos columnas no nulasy Ran(A) = 2.
0 0 1
a 10
Siaz0 A=|0 1 3|haytres columnasy tres filas no nulas y Ran(A) = 3.
0 0 1

3% 3k 3 L@ I I 3k 3k 3k

@O Se dice que una matriz es antisimétrica cuando su traspuesta es igual a su
opuesta. Obtén la forma general de una matriz de orden 2 que sea antisimétrica.

---00000---
a=-a-=a=0
SeaA=|? b S At=-A |2 O[T ~b = c=-b luego :
c d b d -c -d b=-c
d=-d = d=0
A= 0 b
-b 0
ek HIHBOIBLIL k%
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