Unidad 14 - CALCULO DE AREAS Y1

PROCEENAS PRARUESTCOS

1 Para medir el 4rea A de un terreno triangular, un ingeniero pasea por su borde.

Camina respectivamente 40, 50 y 70 metros por sus tres lados. A la vista de lo cual, anota en su
libreta que A =980 m2. ;Es correcto su calculo?

QOOEEREES S
> Los lados del triangulo son:a=40m,b=50myc=70m.
> El semiperimetro mide=s=(a+b+c)/2=(40+50+ 70)/2 =380 m.

> Para hallar el area usamos la férmula de Heron :

A =,/s(s -a)(s —b)(s —c) =4/80-(80 — 40)-(80 —50)-(80 — 70) =+/80-40-30-10 =+/960000 = 979'8 m?
KRB BDS S kKK

2 El edificio del Pentagono en EE.UU., que debe su nombre a su forma de pentagono

regular, tiene una extension de 34 acres (1 acre = 4.047 m2). ;Puedes calcular lo que mide cada
uno de sus cinco lados?

QOOEHE®EHE® O

Area= A = 34 - 4 047.= 137 598 m>.
N° de lados = n = 5 lados.

Aplicamos la formula obtenida en el texto para el area de un poligono regular en funcion
desuladolL:

L2 angt®0 213750849180
A= oL= n_— S -2828m
4tg %Y n 5
n

3 Halla el 4rea de un rombo de 6 cm de lado sabiendo que una de sus diagonales tiene
longitud doble que la otra.

QOOEEEES

Bcm

XEX
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Unidad 14 - CALCULO DE AREAS £y 2

Hallamos primero el valor de x aplicando el teorema de Pitagoras :
6% = x>+ (2x)? = 5x* x = 1/% = 2'68cm

Ahora ya podemos calcular el &rea del rombo :

A :D_d:4x_;)(:4x2 :4-%:28'8cm2

3 Sk K X K Sk
NIV NI N 7 NI N7 N

4 Si en un circulo de radio 3 m se inscribe un cuadrado, quedan cuatro porciones
idénticas entre ambas figuras. Calcula el area de cada una de ellas.

QOO EHEEES S
Aazul =A circulo — A cuadrado
Aciculo = T = 3'1416 - 9 = 2827 m?.

Para calcular el area del cuadrado hemos de hallar primero su lado (x)
aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo isésceles ABC :

x*=3%+3°= 9+9=18, que es el Aqadrado= X° = 18 m?.
EI Aazu| = A circulo — A cuadrado = 28127 - 18 = 10’27 m2 y pOf tantO

Ao pane = Ay 14 = 10°27 m?/ 4 = 2'57 m?

5 calcula el 4rea de la zona sombreada de la siguiente figura.

QOOEEEES

Si con el semicirculo inferior rellenamos el semicirculo que falta, obtenemos un
semicirculo sombreado de radior =4 , cuya area es :

Area sombreada = C, /2 = w? /2 = 31416 42 /2 = 2513 v
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Unidad 14 — CALCULO DE AREAS 3
6 Considera un hexagono regular inscrito en un circulo de radio 1 m.

(@) Da un argumento que demuestre que el lado de ese hexagono mide 1 m.
(b) Calcula su area.
(e) (Qué area tendria el hexagono si el radio del circulo fuese de 5 m ?
QOOEEXEES O
(@) Si el hexadgono es regular, los seis triangulo que forman los radios de la
circunferencia circunscrita son equilateros ya que el angulo central es a = 36096 = 60° y, los

lados que lo forman son iguales ( radios) los otros dos angulos han de ser iguales y de valor
(180°-60)/2 = 120°/2 = 60°. Al ser equilatero los tres lados han de medir 1 m ( radio ).

(b) Aplicando la férmula del texto para un poligono regular :

2 2
A= ”isoo L 46;00 = 2'6m?
At 9

(e) r=L =5m, aplicamos de nuevo la formula :

nk? _ 65°

o~ (o}
atg 18nO 4tg30

AV =64'95m?

'/ Un cuadrilatero tiene sus vértices en los puntos de coordenadas: (3’5, -1), (2'2, 2'5), (-
1’7, 3)y (-0’8, -2’4). Calcula su éarea.

QOOEHE®EHE® O

- Aplicamos la formula del texto :

A= %[(Xl‘xz)(n*' Y2)+(x2 ~X3)(y2 +Y3) +(x3 ~ X4)(y3 +Y4) +(x4 ~x1)(y4 +y1)]

A =0'5[ (35 - 22)(-1 + 2'5)+( 22 + 1'7)(3 + 2'5) +( - 1'7 +
0'8) (3 -2'4) +( -0’8 — 3'5)(-24 -1) ] = 0’5 - [ 1'3-1'5 + 39
5'5 + (-0'9) - 0'6 + (- 4'3) - (-3'4)] = 18'74 v
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34

8 Halla un valor aproximado mediante el método de los trapecios para el area de la
region comprendida entre la grafica de y = sen x, desde x = 0 hasta x = T2, con Unico punto de

particion en x = 1/4.

QOOEEREES

o v Vemos en la figura que se forman un
! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ' triangulo T;(ABC) y un trapecio T,
L | | I I I I I I I . (CBDE), cuyas areas calculamos :
- P e % Area del triangulo Ty:
| | | | ; : : : : 1 Base = AB = 1174
) S O I 2
| 2 A | Altura = CB = sen =2
1 1 1 T_1| IQ 1 1 1 1 1 , 4
AL E Luego su area es :
y/] 10 20 30 A0C 50 60 70 SO0 N0 1 2
S L
E[I_-l_j______|____|____I____|____|_____I____I____I____I____I : 2 2
% Area del trapecio T :
Base menor = b = BC =sen TZT %
Base mayor = B = DE =sen(172) =1
Altura=h=CE =14
B+b l+ﬁn
A; = h=—2 =067
2 2 2 4

El area pedida es = A, + A, = 0°28 + 067 = 0'95
WK D W WORKK

O Repite el problema anterior, pero esta vez con los tres trapecios que se obtienen al

tomar como puntos de particion /6 y /3 . Compara con el resultado exacto, que es 1.

Q0OHEOEES®

oo w0 Ahora se forman tres figuras : Un
! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ' triangulo T; (ABC) y dos trapecios T,
1 J L J (BCDE ) y Ts; (CEFG), cuyas areas
:___ ___:___:____:____:___: __________ : ha”amOS'

L : Area del triangulo Ty :

05 i Bel R e

i e T, i Base =b = AC = 176
AT gf D : n_1
V] 10 20 30 A0 50 GO 70 80 90 1 Altura=a=CB = sen— ==

| A T 6 2

20 O T T N - N N S
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Unidad 14 - CALCULO DE AREAS 5

Area del trapecio T :

Base menor =b = CB = seng :%

Base mayor = B =DE = seng :73
Altura=h =CD =176
3 1
B+b, _ 2 ‘2T
Aq, = h= =0'358
i 2 2 2 6
Area del trapecio T3 :
Base menor = b =DE = senE :E
3 2
Base mayor = B =GF = SenE:]_
Altura =h =DG =176
B+b 1+ﬁ -
A; =—"h=—2."-0489
2 2 2 6

Area = A,, + A,, + A, = 0131 + 0°358 + 0°489 = 0°977

Podemos apreciar que la aproximacién es bastante buena de error absoluto = 1 — 0’977
= 0’023 y error relativo del 2’3 %

3 Sk K X K Sk
NI NI N 7 NI N7 N

1.0 utilizando el hecho de que (-cosx)' = sen x y la informacién de la Seccién 14.4,
demuestra que el area bajo la curvay =sen x, entre x =0y x = 7/ 2, es igual a 1 exactamente.

QOOEEEES

Area = A(172) — A(0) , en donde A(X) es la funcién cuya derivada es senx es decir A(X) = - cos X,
ya que A ‘(x) = (-cosx) ‘ = senx.

Area = A(1/2) - A(0) = - cos(1/2) - (-c0s(0)) =0 + 1 =1 u?
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Unidad 14 - CALCULO DE AREAS 6

AUTOEVALUACION

1 Intenta recordar de memoria las formulas del area de un trapecio y de un poligono
regular de n lados. ;Podrias demostrarlas?

QOOEEEES

Trapecio

B B b

Si al trapecio original ( de base mayor = B, base menor = b y altura = h) lo giramos 180°
y unimos el trapecio obtenido con el original ( como se ve en el segundo dibujo) se forma un
paralelogramo de cuya base el la suma (B +b) y altura h, por tanto el area del paralelogramo:

Area del paralelogramo = (B + b) - h

Como el area del trapecio es la mitad del paralelogramo ( lo hemos formado uniendo dos
paralelogramos iguales ) :

Area del trapecio : B—;b-h

Poliaono reqular

En la figura de la izquierda tenemos un heptagono regular ( que
tomamos para ejemplificar el calculo del area ). El poligono lo dividimos
en 7 triangulo iguales, de forma que el area del poligono sera el
producto del numero de triangulos por el area de uno de ellos. Para

v hallar el area del triangulo ( de base =lado = | y altura = apotema = ap )
[

| | aplicamos la férmula :

basexaltura _ l-ap
2 2

Area del triangulo =

Luego el area del poligono es :

lap _ (71)-ap _p-ap

Area del heptagono = 7 - &rea de un triangulo = 7 5 , 5

Ya que 7 - | = perimetro del poligono. En el caso general sélo habria que sustituir 7 por n
lados y n ‘| = perimetro del poligono.
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Unidad 14 - CALCULO DE AREAS 7

2 Calcula el area del poligono de vértices (5,4, 2), (-1,2, 2), (-3,2, 4) y (-3,5, -2,2).

QOOEEEES O

=== r r—--r=-=-r=-=~7T~-~=~T7T~-~"°AO~-=—-°a=-~=—71~
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
r—-r=-=-r=-~T7T~-~T7T~-~"°AO~-=—-°a=-~—-7~
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1 1
™= I e R S i B R

2)

1
1
— I e — —

A

Aplicamos la férmula del texto :

A :%[(Xl =X) (Y1 +Y2) + (X =X3)(Y2 +Y3) + (X3 =X4)(Y3 +Ya) +(Xg = X)(Ys4 +Y1)]:

=0'5 [ (54 + 1'2)(2 + 2)+(-1'2 + 32)(2 + 4) +( - 32 + 35) (4 -2'2) +(-35 - 5'4)(-2'2 +2) | = 05 - |
664 +2-6+(03) - 1'8+ (- 8'9) - (- 0°2)] = 20'76 u>.

3 Escribe la formula para el area de un cuadrilatero de vértices (x1 , y1), (X2, ¥2), (X3, Y3)

(Xs, ya). ¢ COmo han de ordenarse para tener la certeza de obtener en esa formula un valor
positivo para el area ?

QOOEEREES O
A :%[(Xl =X2)(Y1+tY2) + (X = X3)(Yo +Y3) +(Xg = X4)(Y3 +V4) +(Xg =X)(Ys + yl)]

De forma que al pasear del punto al punto 4 se vea el interior del poligono a al izquierda.

4 A 2.000 pesetas el metro cuadrado, ¢cuanto cuesta una parcela triangular cuyos lados
miden 25, 40 y 45 m?

QOOEEEES

Lados del triangulo : a=25m, b =40 my ¢ =45 m. Semiperimetro=s=(a+b+c¢c)/2 =
(25+40+45)/2=55m
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Unidad 14 - CALCULO DE AREAS 8

Hallamos el &rea del triangulo mediante la férmula de Herén :

A = /s(s—a)(s —b)(s —c) =/55-(55 — 25)-(55 — 40)-(55 — 45) =+/55-3015-10 = /247500 = 497'5 m?

El precio de compra es : 497°5 m? 2000 ptas/m?® = 994987 ptas.

5 El area de un circulo de radio 1 es Tt Supongamos que se toma como aproximacion de

7u el &rea de un poligono regular de 20 lados inscrito en ese circulo. Halla, con calculadora, el
error absoluto y el error relativo cometidos con esa aproximacion.

OOOEEI®EES
ABr
[\ gy
{ L2
=1
C

Para hallar el area del poligono de 20 lados necesitamos saber la medida del lado v,
para ellos nos fijamos en uno de los veinte triAngulos isésceles iguales que se forman (el OAC),
el &angulo central es 360°/20 = 18° y , trazando la apotema del poligono (OB) obtenemos un
triangulo rectangulo, el OBC, ( exagerado en la figura de la derecha para visualizarlo mejor )
cuyo angulo es la mitad del central ( la apotema es bisectriz por ser is6sceles ) a = 18°/2 = 9°,
Para hallar la mitad de la mediad del lado (cateto BC) usamos la definicion del seno :

L
cateto opuesto _ BC _ 2 _
hipotenusa co r

sena =

% = L = 2sena = 2sen9°= 0'3129

Ya podemos hallar el area del poligono, aplicando la férmula :

nL> 20031292

A = =
180°  4tgo°

=3'09017m?

4tg

Y ahora calculamos los errores cometidos :
Error absoluto = | 1-3'09017| = 0'0514

Error relativo = | 1-3109017 |

100 =163%
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Unidad 14 - CALCULO DE AREAS 9

6 ¢ Es posible calcular el area de un poligono de seis lados sabiendo sélo las longitudes
de sus seis lados y que uno de los angulos es recto ?

QOOEEEES

No porque aunque se fije un angulo ( dos lados ) los otros lados y angulos pueden
modificarse de formas distintas y obtendremos diferentes areas.

'/ Piensa en las diversas formas que puede adoptar el rombo articulado de la Figura
14.21, al ir estirdndolo horizontalmente. Representa en una gréafica con el angulo a en el eje
horizontal y el area del rombo en el vertical lo que sucede en ese proceso, desde que a = 0°
(rombo cerrado en posicion vertical) hasta a = 180° (rombo cerrado en posicién horizontal).

A la vista de la grafica que habras obtenido, ;puedes esbozar un argumento para
demostrar que el area maxima se consigue con el cuadrado, o sea con o = 90°?

QOOEEEES

El area del rombo es :

T, _Dd_ACDB _ 2y-2x _
A= = = =
E 2 2 2

2Xy

Esta area lo vamos a expresar en funcion del angulo y la longitud del lado(l) :

En el triangulo rectangulo AOB :
a_ X a
senz = T = X =lsen—

Y, aplicando el teorema de Pitdgoras y sustituyendo :

2=x2+y2 =12sen? L4y2 =y = [12[1-sen2 S =I,/cos22 =lcos <
2 2 2 2

Luego el area en funcién del angulo :

A(a) =2xy = 2I25en%cos% =I%sena, aplicando la férmula del &ngulo doble sen2a = 2senacosa

Si representamos la funcién entre 0° y 180° podemos apreciar que el maximo se alcanza
en el centro cuando el angulo es de 90° es decir que el rombo se convierte en cuadrado y su
area serfa el lado al cuadrado ( I*) y después al irse abriendo se va cerrando y se van
repitiendo los valores de la primara mitad debido a la simetria de la figura :
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IS e 1807

KR KBS KKK

8 En el método de los trapecios, ¢siempre es menor la suma de areas de los trapecios
gue el area exacta?

QOOEEREES

No, si la figura es céncava hacia arriba, como en la figura, el método de los trapecios, al
guedar estos por encima, nos proporcionan un area mayor que la real :

KGO BB ROK

9 Usando como Unico punto de particién x = 3, estima mediante el método de los
trapecios el valor del area bajo la gréficadey = 1/xentrex=1y x =5.

QOOEEGEES

Sea f(x) = 1/x, por tanto

f(1) =1, 1(3) = 1/3 y f(5) = 1/5. Se forman dos trapecios T1y T»
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L
15
1a
Lg ) =1
{2
. B
14 2 30 4 5F
Tranecio ABCD

# Base mayor =B = AB =f(1) = 1.
& Base menor =b =DC =1(3) = 1/3.
% Altura=h=AD=3-1=2.

% Luego el area es :

141
A, =BtPRT 8, 4
! 2 2 3
Tranecio CDEF
# Base mayor =B =DC ={(3) = 1/3.
% Base menor = b = FE =f(5) = 1/5.
& Altura=h=DF=5-3=2,
% Luego el area es :
1
T4+ =
AT:B+bh:3 52:&
2 2 2 15

Y el area pedida sera la suma de las dos anteriores :

A=A+ A, =43 + 815 = 2815 =1'87 u?

11

1.0 Repite el calculo anterior usando puntos de particion en 2, 3 y 4. ;Ha mejorado la

aproximacion?

Nota: Puede demostrarse que el valor exacto del areaes In 5 =1,6094...
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QOOEEEES O

El area que hemos de hallar, es la suma de las areas de 4 trapecios :

Tranecio ABCD

# Base mayor =B = AB =f(1) = 1.
# Base menor =b = DC =1(2) = 1/2.
% Altura=h=AD=2-1=1.

& Luego el area es :

Nw

Tranecio CDEF

# Base mayor =B =DC ={(2) = 1/2.
# Base menor =b = FE =f(3) = 1/3.
% Altura=h=DF=3-2=1.

% Luego el area es :
1 1

T+ =
A, :B+bh:2 31= 5

? 2 2 12

Tranecio EFGH

# Base mayor = B = FE = f(3) = 1/3.
# Base menor = b = HG = f(4) = 1/4.

& Altura=h=AD=4-3=1.

MATEMATICAS - 1



Unidad 14 - CALCULO DE AREAS EJ 13

% Luego el area es :

1,1
AT:B+bh:4 31:1
! 2 2 24
Tranecio HGJI
# Base mayor = B = HG =f(4) = 1/4.
# Base menor =b = JI = (5) = 1/5.
% Altura=h=DF=5-4=1.
% Luego el area es :
1 1
B+b, 475. 9
A; = h= 1=—
2 2 2 40

Y el &rea pedida sera la suma de las de los cuatro trapecios anteriores :

A=At At Ant A, =43 + 815 = 202/120 = 101/ 60 = 168333 v?

Si ha mejorado la aproximacién respecto de la anterior, pues cuanto mas particiones
hagamos mas se acercara al valor real.
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