Unidad 12 - Funciones y fenémenes exponenciales. o1

Resuelve tu ( Pag 80 0)
]

Halla k sabiendo que 5°*=125
Q<< i i << <

Como 125 = 5%, queda 5%*=5° = 3k-4=3 = 3k=7 = k=7/3
QVOOEHECEE® ®®
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Un pais tiene una poblacion de 110 millones de habitantes y se espera que se duplique en 25 afios. Halla la
poblacion que predice ese modelo para dentro de 60 afios.

S EEoBHESSS

® D = Tiempo que tarda en duplicarse = 25 afios.

® P, = Poblacion inicial = 110 millones de habitantes.

® t = 60 afios.

Aplicando la férmula : P = Py - 2P = 110 - 25925 = 110 - 2% = 580’58 millones.
oA EO) = RRCRS

Un is6topo radiactivo del galio, utilizado en el diagndstico de tumores malignos, tiene una semivida de 47
horas. ;Cuéntos miligramos quedaran, de una cantidad inicial de 250 miligramos, al cabo de 7 dias?

e

& Mo = Masa inicial = 250 mg.

& S = Semivida = 47 horas.

& t=Tiempo = 7 dias = 7 dias - 24 horas = 168 horas.

Aplicamos la formula : M = My - (0'5)"® = 250 (0'5)"%**" = 20'99 mg.
SooNmeEE® S P

Resuelve tu ( Pag ©090O)
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-0'015t

Estima la semivida de un material radiactivo que se desintegra siguiendo la ley Q = Qoe , con t medido

en afos

S HSS

]
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La semivida es el tiempo que ha de transcurrir para que la masa del material se reduzca
a la mitad, es decir Q = 0'5 Q,, luego 0'5Qy = Qp -e 2% 0% = o5 para resolver esta
ecuacion el libro dice por tanteos sucesivos, nosotros aplicaremos logaritmos neperianos a
ambos miembros :

In0'5 _ -0'6931471

Ine 00915t = |05 = —0'0015t =IN0'5 = t = =
-0'0015 -0'0015

=462'098 afos =

= 462 afios 1 mes 5 dias 7 horas 45 min 36 seg.

SOCEHECEHE® ® @
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Calcula qué poblacion predice para México en el afio 2080 el modelo que acabamos de obtener. Comprobaras
que la prediccion no es razonable.
> EHESHESS

La funcion obtenida en el libro es P = 67'38 - e 92°%*' en donde t = 100 afios que hay

desde el inicio (1980) hasta el 2080, luego eso daria una poblacion:

P = 6738 . e 00%% 10 - 5733 . ¢ #°% = §75'98 millones de habitantes, que no cabrian
fisicamente en México.

SOo0EECEES @

En un resto fosil vegetal se detectan 44,5 miligramos de carbono 14, mientras que por comparacion con un
analogo vivo se calcula que en vida contenia unos 500 miligramos de ese elemento radiactivo. ;Qué podemos concluir
acerca de la antigliedad de ese fosil?

B EOHHE>SS
® Qo = Masa del is6topo de C-14 en vida = 500 mg.
® Q = Masa de C —14 detectada en el fosil = 44'5.

Para hallar el tiempo aplicamos la férmula : Q = Qg - e 090121 ' 44'5 = 500 . g 0000121ty
despejamos el tiempo :

e0000121t _ 445 0000121t _n 0089 — ~0'000121t = —2'419119 o t = —24191189 _ 19993 afios
500 0'000121

So0EECEES @
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Halla la funcion inversa de y = x* + 3. Dibuja una grafica aproximada de ambas con ayuda de la calculadora.

s
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Unidad 12 - Funciones y fenémeneos exponenciales. 3

y = x° + 3, despejamos x : x> =y -3 « x =3/y -3 = intercambiando variables :

yt=%x-3
Las representaciones :
g¥= i 43
y
16
.._‘:4/?.

SOOEECEHE S @

Resuelve ta ( Pag 8 ©0)
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Halla el valor k que cumple la ecuacion 67'38 e** = 7660, que aparecia en el Ejercicio de aplicacion 5.

R

76'60 0128

67'38e =76'60 ~ e = 8<ﬁlne =In113684 ~ 5k =0'128 k-u—E;—-00256497

SooNEmEOEED S D
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Calcula el nivel en decibelios de una conversacion normal cuya intensidad es de 3 x 10 ~° vatios/m?.

BB BB BEES
| =3 x 10° vatios/m?.
lo = 102 vatios/m?.
D=10 Iog— =10l0g> - 3"10_6 ~10log3x10° =10(log3 + 6) = 10(0'48 + 6) = 64'8 decibelios.
° S CCHHOEEG GO
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PROELEMASIPROPUESTOS

7 Para cada una de estas curvas escribe una funcion de la forma Ab™ y otra de la forma Ce** que la tengan
por grafica.

R

(a)
¥ f(x) = A b*

Como f(-2) = 1 y f(1’'6) = 6’05, disponemos de dos ecuaciones para hallar las dos
incégnitas Ay b :

1 16
1=Ab?y605=Ab*, dividimos una por otra : 605 _ AE_Z = 6'05=b'""? =p*°y, para

18 5

hallarb: 605=b5 « b=60518 =%¥6'05° =1649, o0 bien aplicando logaritmos :

log6'05 = 3'6logb - logb = 'O%%OS = 02171542 — b =10°2171592 = 1649

Para calcular A, sustituimos b en cualesquiera de las dos originales :
1=A16497° - A=1649° =272
Luego f(x) = 2’72 - 1'649".

M g(x) = C e*

Como antes, sustituimos los dos puntos conocidos y resolvemos el sistema exponencial
formado :

16k
1=Ce*y605=C e, dividimos una entre otra : 6'05 = Ce

o e>®ky, para despejar k
e

Conocido k = %2, hallamos C sustituyendo su valor en la primera :

1
-2.=
1=Ce 2=Ce'=C=eylafuncion buscadaes: g(x) = e -e? =2
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(b)
7 f(x) = A b*

Como f(0) = 5 y f(1'1) = 0’554, disponemos de dos ecuaciones para hallar las dos
incognitas Ay b :

0554 _ Ab'

5=Ab%y 0554 = A b*?, dividimos una por otra : NG

- 01108 =b''y, para hallar b :

11 10
01108 =b%® — b=01108" =%/01108%° =0135, o bien aplicando logaritmos :

log0'1108 _

log0'1108 =11logb - logb = -0'8686 ~ b =1077%%¢ = (135

Para calcular A, sustituimos b en cualesquiera de las dos originales :
5=A0135° = A=5

Luego f(x)=5-0135™
M g(x) = C e*

Como antes, sustituimos los dos puntos conocidos y resolvemos el sistema exponencial
formado :

1 . ].‘]k .
5=C e’y 0554 = C e** dividimos una entre otra : 0554 _Ce =e'™y, para despejar k
Ce’
In0'1108 _ -22 _

aplicamos logaritmos neperianos : In01108 =Ine'™® =11k « k = -2

11 11
Conocido k = - 2, hallamos C sustituyendo su valor en la primera :
5=Ce% = C =5y lafuncion buscada es : g(x) =5 - e *.
QSOOHECEHE® Q@

2 Halla x en cada una de estas ecuaciones:
(a) 5¥ =522 (b) 9*=3*3 (c) 1.000* "2 = 100*
O H B>

2 _ . .
(@) 5° =5%2 como las bases son iguales, igualamos los exponentes y resolvemos la
ecuacion de 2° grado resultante :

Matematicas 1
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- 2
X2 -3x42=0= x=o2V¥I78 321 _
2 2 1

(b) 99 =32 = (3%)* =37 =« 3% =3"° =2 2x=x-3 = x=3

(¢) 1000%% = 100* - (10%)*2 = (10%)* - 103 =10%¢ = 3x-6=6x = 6=3x = X = ‘?6 =2

SOOHECEE® @
3 Un capital de 1 millon, invertido al k % de interés simple, se convierte en t afios en (1+ %}t millones.
Dibuja en una gréfica la evolucion de ese millon segin se invierta:
(@)al6% (b) al 3% (c) al 1%
SO EEC RIS
(a) C(t) = (1+0°06)' ; C(t) = 1°06'
(b) C(t) = (1+0°03)"; C(1) = 103"
(c) C(t) = (1+0°01)' ; C(t) = 101"
(L) (Millones)

T.
b.H
n 1
55 C(th = 1'06
5.
4.5
4l
3ht
3t t
o £ | Cit) = 1°03
2t 1
18] Cit) = 101
1
0bt
— e T {3fins)

s 0D 2 4 6 8 1012 14 16 18 20 22 24 26 28 30
11

OB AEN O] Bl IR
4 Si un capital inicial de 1 millén de pesetas se ve sometido a una inflacion del k % anual, el poder
t
adquisitivo de ese millon desciende. A los t afios viene dado por (1—%) . Dibuja en una gréafica ese poder

adquisitivo segiin que la inflacion sea:
(@) 6% (b) 3% (c) 1%

R

1 —
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(@) C(t) = (1- 0'06)" ; C(t) =094 '
(b) C(t) = (1- 0°03)"; C(1) = 0’97 '

() C(H) = (1- 0'01)"; C(t) = 0'99"
C(t) (millanes }

1
0.9t
0.8 1
0.7 +
0.6 t
0.5 +
0.4t
0.3t
0.2 +
0.1 ¢

C(t)y = 099"

C(t) =097

Clt)=0'04

o1 D 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 2 28 30
’ t [afios)
SOCEHECEHE® @

5 Ensayando con paciencia en la calculadora, encuentra con dos cifras decimales un valor aproximado del
punto x en el que 2* = x? (Fig. 12.4.a).

R

Para acotar soluciones ponemos la ecuacién 2*—=x*=0, parax=1,2-1=1> 0, para X
=2,4-8=-4<0, luego una solucién esta entre 1 y 2, procedemos por aproximaciones
sucesivas en una hoja de célculo que es mas rapido, hallando los valores medios de los
intervalos en que cambia de signo :

=

b z x3 Diferencia
1 2 1 1,0000
16  |28284271 | 3378 -0,5466
125  |23784142 | 1953125 | 04253
1376 |2, 5936791 (25996094 | 00059
13125 |2 4837156 (22609863 | 02227
134375 |25381019 |2 4263611 | 01117
1359376 | 256574 |25119896 | 00538
1,3671875 |2 796717 |2 5555491 | 00241
1373 | 2590086 |25862821 | 00018
1,374 |25918819 |2 5939416 [S0002

El valor buscado se halla entre 1'373 y 1’374, como se nos pide con dos cifras decimales
x = 137.

Como para x = 9, 2° - 9% = -217, y para x = 10, 2'° — 10® = 24, otro de los valores estara
comprendido entre 9y 10, con la hoja de calculo, procedemos por aproximaciones sucesivas :

]
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%

s

X 2 Diferencia
95  |[72407734 | 857 375 |-133.2977
975  |861,07793 |926,55938 | -65,7514
9875 93901214 | 962 9668 | -23 9547
99375 |980,53576 (98136694 | -0,7812
996875 (1002 0578 |990 65427 | 11,4035
9953125 (991 26364 (98600331 | 52603
99453125 (995 91024 (98368331 | 22269
99394531 (981 91416 [951 94569 | -00315
994  |952 28646 (95210775 | 01787
959395 |951 94608 |951 95959 DI

Otro de los valores, con dos cifras decimales que cumple la ecuacién es x = 9'93
Lo podemos ver representando ambas funciones y observando los puntos de corte :

1000+
900 |
800+
7001
6001
500 |
4001
3001
200+
1004
0 2 4 6 8 10 12
QooHEEEE® ®®
6 Dibuja la grafica de y = 8 — e™2. ;Tiene asintotas?
T P
u
lg g5 V=0
5.5
2.75
+ x
~5.25 3.5 ~1.75 1.75 3.5 5.25 7
-2.75
5.5
8.25
11
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Si, una asintota horizontal y = 8

SoomEmEEED S D

'/ En el problema resuelto 4, ;cudl sera la poblacion de bacterias tras 20 horas? ¢Es realista el resultado que se
obtiene?

S EEO BB
Po = poblacion inicial = 500 bacterias.
D = tiempo de duplicacion = 30 minutos.
t =20 horas = 20 - 60 = 1 200 min.
Aplicamos la férmula de crecimiento exponencial :
P =P 2" =500 - 2" =500 . 2° = 5°49 x 10" bacterias.

No puedo imaginarme ese numero y no sé si tendrian forma de sobrevivir tal cantidad de

bacterias.
VRO EEHOEE® V@

8 Representa la funcion y = 12 - 2™,

R

12

-0 -9 -8 -7 -6

SOo0EECEES @

O Con los mismos datos del Ejercicio de aplicacién 5, jes correcto el modelo P = 67,38(1,01)" 7 ;Y el
modelo P = 67,38(1,04)"?

S H RSB ESSS
Consideramos un modelo correcto si se ajusta a los datos experimentales, es decir si al

aplicarlo obtenemos los datos obtenidos por la experiencia. Vamos a comprobarlo disponiendo
los datos en forma de tabla :

Matematicas 1
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o 1 2 3 g 5
67'38 6805 | 68'73 | 69142 7012 | 70'82
GETTN 6738 7008 | 72'89 | 7579 | 78'83 | 81'99
BCTEE o ros 22 33 454 578
BTSN o 095 196 -302 417 539
(E):=100 {(E.),/P

P,(0) = 67’38 -(1'01)° = 67'38.
P,(1) = 67’38 -(1'01)" = 68°05.
P1(2) = 67’38 -(1'01)* = 68'73.
P.(3) = 6738 -(1'01)% = 69'42.
P1(4) = 67’38 -(1'01)* = 70"12.
P,(5) = 6738 -(1'01)° = 70'82.

P,(0) = 67’38 -(1'04)° = 67'38.
P2(1) = 67’38 -(1'04)' = 70°08.
P2(2) = 67’38 -(1'04)? = 7289.
P,(3) = 6738 -(1'04)% = 75'79.
P2(4) = 67’38 -(1'04)* = 78'83.
P,(5) = 6738 -(1'04)° = 81'99.

El aceptarlo o no depende del “error que estemos dispuestos a soportar ”, en las cuatro
ultimas filas se han tabulado los errores absolutos y relativos ( los signos significan por exceso(
-) y por defecto (+)); vemos que a medida que transcurren los afios los modelos teoricos se
diferencian mas de los datos reales ( debido a su caracter exponencial ) luego, yo rechazaria
ambos modelos, el primero por defecto y el segundo por exceso.

SOo0EECEES @

1O Toda funcién exponencial b* se puede escribir en base e. ;Por qué? Explica cémo se hace para 10 * .

R

Sea b* = M, aplicando la definicién de logaritmo log,M = x, si ahora realizamos un
cambio de base a base e :

LogpM = logpe - InM = X, y tomando los dos ultimos miembros :

X
log, eINM=x = |n|v|:I X[ PriPicl 19199219, M = e°%® =b*(ya que b* =M)
0g, e

X X

Si hacemos b = 10, queda : 10* = gloge = 0434204

SOOEECEHE S @

1.1 ;Cuéles de estas propiedades son validas para las graficas de y = log, X

1 —
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(a) Son concavas hacia abajo
(b) Pasan todas por el punto (1, 0)

(c) No tienen maximos ni minimos relativos.

S B EOHHE>SS
En la grafica siguiente se ha representado la funcion logaritmica en seis bases diferentes

y = logx

y = logsxX.
y = logzx.
y = Inx

y = logi/2x
y = logysx

ol
la y = logax.
v =lnx
11 + ¥ = logsx.
v = logx
= x
1 3 4
) =|IZI!3|1,5}{
o =logiex
H-+3
-4

(@) No, son concavas hacia abajo las de base mayor que uno y concavas hacia arriba
las de base comprendida entre cero y uno.

(b) Todas pasan por el punto (1,0) ya que logy1 =0 para cualquier b .

(e) No tienen maximos ni minimos relativos pues son o bien siempre crecientes (b >1) o
decrecientes (b <1).

SooNEmEEED S S

1.2 Escribe en forma de logaritmos las exponenciales:

(@)81=3" (h)2=8"

R
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(a) 81=3" « logs81 = 4
(b) 2=8"% < logg2=1/3
SOOEEEEE® D

1.3 ;Cual de estas igualdades es correcta?
(a) log 5= 1/2 (b) 10'°9™ = g™
P PN
(a) log5 = 0'69897 # ¥ . Es falsa.

(b) 109" = = """, Es correcta .

oA E (O] | IR
1.4 Resuelve las ecuaciones:
(a) 5*= 314,25 (b)e?*=10*?2 (c) 100 * = 10°**2
<< il 1 1 <<

(a) 5° = 314°25, aplicando logaritmos a ambos miembros : log 5* = log 314’25, x log 5 =
log 31425, y despejando X :

y = log314'25 _ 2'4972753 _ 35797932
log5 0'69897
(b) e* = 10 aplicando logaritmos neperianos In(e®) = In(10*?), 2x = (x — 2) In10,
ecuacion de primer grado en donde despejamos X :

_ -2In10 _ -4'6051702

2xX—=xIn10 =-2In10 = x(2-In10)=-2In10 = x = = =15'219422
2-In10 -0'302585

(e) 100" = 10%*? < (10%)* = 10¥*? < 10% =102 2x=3x+2=3x—2X= -2 X = - 2.

QOEECOEE® ®®
15 Resuelve las ecuaciones:
()3*+3%=2 (b) log (x +8) - log (x- 1) =1 (©In(x*)=7,5.
St b

(a) 3" + 3% = 2, hacemos el cambio de variable 3* =y :

Matematicas 1
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3X+3iX:2 - y+%:2 oy +1=2y « y? -2y +1=0 = (y-1)%?=0 - y=1=3*=3° = x=0

*8 L 10X-10=x+48 - 9x=18 < x=%=2

(b) log(x+8) — log(x — 1) = 1 log *_j —1-10=%

(€) IN(®) =75 <,3INx=75 = Inx=25- x=e?°=e*? = ye® =12'182494.

SooMEOEE S S ®

1 —
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