Unidad N° 11 - Funciones trigonométricas y fenémenos periddicos. 1

Resuelve tu ( pag G 00O )

Un animal cuya respiracion viene expresada por la féormula :

V=12 —0'2005%

con V en litros y t en segundos, ¢ cada cuanto tiempo inspira aire? ; Cudles son el volumen
maximo y minimo de aire en sus pulmones? ¢ En qué fase de la respiracion se encuentra cuando
t =12 seqg?

R =

2T

®w=—
T

= T =6 segundos

wlA

& Vimax Si cos% =0, luego Vuax = 1'2 litros, y el volumen ser minimo cuando el cosE =1

gue es su valor maximo es decir Vpmin = 1'2 — 0’2 = 1 litro.
, , 121 _ , : , , . _ . _
& V(12)=12-0 ZCOST =12-0'2cos4m=12-02 =1litro = V,,,, es decir esta al final

de la fase de espiracion cuando el volumen es minimo.
S BBOBES S
PROBLEMAS PROPUESTOS

1 ¢Cuéles de estas funciones son periédicas? Halla el periodo de las que lo sean:
(a) (senx)2.

(b) x + senx.

(c) senx — cos X.

R

(a) Como senx es una funcién periédica sen®x también lo ser4. Como al elevar al
cuadrado los valores negativos de la funcion se hacen positivos, la funcion se convierte en par,
el periodo se reduce a la mitad es decir T = 180°= 1trad.

(b) Como es la suma de una funcién periddica (x) y otra periddica el resultado es una
funcion no periddica.

(c) Las dos funciones son periédicas de periodo T = 360°= 21, luego ese sera el periodo
de la diferencia.
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Unidad N° 11 - Funciones trigonométricas y fenémenos periddicos. 2

S BBOBBS SO

2 Usando la periodicidad y valores de las razones trigonométricas de angulos sencillos,
halla sin calculadora:

291
a) sen—
(a) 3

(b) cos —3om

2157
c) tg=——
(©) g—

R - =

(a) Como %[: 21 = 2—69 = 4'83, hemos dado 4 vueltas completas, por tanto el angulo es :

29“—4(211) _29m-24m _5m
3 3 3

V3

sen%-[ = sen%[ =sen300°=sen(360°-60) = sen(ZT[—g) = —seng = -sen60°= -

(b) Dividimos el angulo en radianes entre una vuelta completa : %T: 21‘[:% =4'375,

luego también damos 4 vueltas completas y el angulo es equivalente :

351 _35m-32m _ 3m . . . o 3m_5mn

—— —4(2m) =——— =—, que al ser negativo equivale a un angulo positivo 211- — = —

4 4 4 4 4
cos.—s%T = cos—3—n = cos%[ =€0s225°=cos(T+ 2) =c0s(180°+45) = —cos D = —cos45°= —Q

(c) Para ver las vueltas que hemos dado se divide la amplitud del angulo por la amplitud
de una vuelta completa ( 360° = 21) :

ZISTV?’ =215 35'83, es decir damos 35 vueltas completas, quedando un &ngulo de :
Tt
2135”_35(2n) = —2157: 210m _ S?T[ =300°, el mismo angulo que en el caso (a), por tanto :
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Unidad N° 11 - Funciones trigonométricas y fendmenos periddicos. 3

tg 2135]-[ = IQS?T[ = tg3000 = tg(ZT[—;—TJ = tg(3600_600) — _tgg - _t960° _ —\/5

En las figuras siguientes podemos apreciar la justificacion de las ultimas igualdades :

r
; 3
N ' goh 2T C cos—
73 4

A
o5 —

En donde puede apreciarse que sen300° = - sen60°, cos 300° = cos 60° y por tanto tg
300° = - tg 60° y en la segunda figura que cos 225° = - cos 45°.

S BBOBB SO
3

(a) A la vista de la gréafica de cos x (Figura 11.9.b), dibuja la grafica de y = cos? x.

(b) ¢Cuéntos maximos tiene?
A bR e

(a) Al elevar el coseno al cuadrado, los valores negativos se hacen positivos y por tanto
todas las “ ondas “ estdn en el / o por encima del eje horizontal :

2+

(b) Infinitos maximos, cada 180° a partir de 0° a derecha e izquierda.
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Unidad N° 11 —-Funciones trigonométricas y fenémenos periddicos. 4

S BBOBBS SO

4 Interpreta la gréfica de la Figura 11.25, donde las zonas de ondas periédicas de
amplitud 500 ml (0,5 litros) corresponden a la descripcion del Ejercicio de aplicacion 1.

SRR R e b
Es una completa representacion del volumen pulmonar( en ml) con respecto al tiempo,
en donde puede observarse :
& La capacidad pulmonar total : alrededor de 5’75 |

& La capacidad vital = 4 500 ml = 4’51,

& La capacidad pulmonar residual o volumen residual = Capacidad total — Capacidad
vital =5 750 ml — 4 500 ml =1 250 ml = 1’25 1.

& La capacidad residual pulmonar : semejante a 2 250 ml =2’ 25|

& Volumen de reserva respiratorio = Capacidad residual funcional — Volumen residual =
2°25] -1251=11.

& Capacidad inspiratoria = Capacidad pulmonar total — Capacidad residual funcional =
5751-2251=351.

& Volumen de ventilacion pulmonar = 0’5 .

& Volumen de reserva respiratoria = Capacidad inspiratoria — Volumen de ventilacion
pulmonar =3'51-051= 3l

S BBOBBSSO
5

(a) Dibuja la gréafica de f(x) = cos 2x en el intervalo [0, 21t].
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Unidad N° 11 - Funciones trigonométricas y fendmenos periddicos. 5

(b) Con su ayuda, ¢puedes dibujar la de g(x) = cos? X —senZ X en ese mismo intervalo?

SR ek R R R R
(a)
-2
1.5
fix) = cos 2x
Aa.7854 i. 57@8 2.3562 3. 1416 7 4. '?124 5.4978 -
-—@A.5
-1
—1.5
-2

(b) Es la misma ya que sen2x = cos’X — sen’x.
\}\/ \f%%@%%\/ \f<>

6 La Figura 11.26 representa la variacion que va sufriendo el voltaje en un circuito de

corriente alterna. Escribe una funcion cuya grafica sea analoga a la de esa oscilacion «
amortiguada».

.‘1""'“"”' i i

Figura 11.28

>SS HEe B a4
Sabemos :

Que el periodo es T = 10 seg. Y la amplitud maxima es de 2 Voltios, luego sera de la
forma :
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Unidad N° 11 - Funciones trigonométricas y fendmenos periddicos. 6

-t 21 —— 21
V(t) = Ae T cos?t =2e 25107 cos

o5 t= 2e ™% cos 2000t

S BBOBBSSO

[ Copia en el intervalo [Oﬂ y en una sola figura, las gréaficas de sen x y cos X.

Observards una simetria izquierda-derecha evidente. (A qué propiedad trigonométrica
corresponde?

Bt b

cos X e X

D 45 90

A que una (cosx) esta desplazado respecto de la otra (senx) 90° grados
S BBOBBRS SO

8 Halla las intersecciones con el eje x de la funcién y = cos x - sen x.

s

Los puntos en los que corta una funcion al eje horizontal cumpleny = 0, luego :

cosx—senx =0 < Senx =cosx SenX tgx =1= x =arctgl = 45°+180k° = Ty TK
COS X 4
SELBBOBRBES OO

9 Halla los periodos de las siguientes funciones:
(a) cos? x

(b) sen x + tg x

(c) cos* x —sen4 x

s =
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Unidad N° 11 - Funciones trigonométricas y fendmenos periddicos. 7

(a) f(x) = cos? x. La funcién cosx, tiene por periodo 2m radianes, al elevarlo al cuadrado,
los valores positivos de la imagen se hacen positivos con lo que el periodo se reduce a la mitad
T radianes como puede apreciarse en la gréfica :

fix) = cozzx

y Ve
/f f,/
/ /
/’j fﬁ

-360 -315 -270 -225-180 -135 -90 -45 D 45 90 135 180 225 270 315 360

(b) f(x) = senx + tgx. El seno tiene por periodo 21 radianes y la tangente Tt radianes, la
suma tiene por periodo el de la mayor es decir 21t radianes como puede apreciarse en la
grafica :

1 —
®) = Seny + tax T
360 315 270,925 180 -135 90 -4 4 90 135 180 225 270 3157360
&
7
-
-q
-10

(c) f(x) = cos’™x — sen’x = ( cos®x + senx) (cos®x — sen’x) = cos’x — sen’x. Como tanto el
senx como cosx tiene de periodo T = 360°, al elevarles al cuadrado ( 0 a al cuarta potencia) el
periodo individual se reduce a la mitad 180°, y su suma tendra ese mismo periodo T = 180° =
2mrad., como se aprecia en la figura :

Ll LA L - — T — ]

2__
f(3) = cos™ — sen

N N NN S

360 -5 -2?!] -225 -180 -135 EII] 180 2235 E?I] 15 360

S BBOBRSSO

1O ;Cuadles de estas funciones coinciden entre si?
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8

(a)y=-3sen (2t- )
(b) y = 3sen(-2t)
(c)y=-3cos (2t + 1)

(d)y =3cos (- 2t)

R s =

La(c)yla (d).

S BBOBBSSO

11 (Tiene algin punto de inflexién la funciény = tg x?

R =

Como puede apreciarse en la figura, cambia de curvatura en x = 0°, como su periodo es
1809, los puntos de inflexion estaran en x = 0° + 180k°, es decir infinitos puntos de inflexion.

3+

21 ¥y =tgx
‘I__
360 -315 -270 -225.-4180 -135 -90 -45 | 45 90 135180 22% 270 31%.-7360
_‘l 4
_2 4
_3 B
SLLRBOBBOO

AUTOEVALUACION

1 Citatres fendémenos periédicos que no hayan sido citados en el Ejemplo 3.

Bt b

& El sonido y la luz de una sirena de ambulancia o coche de bomberos.

& El movimiento de la Luna alrededor de la Tierra.
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& El nivel de las mareas en el mar.
SHCRBOBBO O
2 (Cuales de estas funciones son periddicas? Halla el periodo de las que lo sean.
(a) 0,4 - sen 4x
(b)5cos2x +3x3-1
(c) cos 3x + 5 sen 6x

R s =

(a) Si partimos de la funcién f(x) = senx, de periodo 360° vy estudiamos las
transformaciones, tenemos :

% sen4x, al multiplicar el angulo por 4 estamos realizando una contraccion horizontal a
la cuarta parte y el periodo pasa a ser T = 2174 = 102 = 90°.

% Al multiplicarla por —1, la hacemos girar 180° respecto del eje horizontal, pero no
afecta al periodo: - sen4x

% Al sumarla 0'4 = 1/5, la estamos desplazando verticalmente hacia arriba 1/5, y esta
transformacion tampoco afecta al periodo, f(x) = 0'4 — sen4x :

‘l_
/\ /;;\

-360 -270 -1 -90 0 90 1 270 460
/

AWANANN AwAWANY
AVAAVAAVARY IVARVAAVARVA

AL WawaWAWA
VAR VRVAVAVAVE VA

15 - sendx

YAVAVAVAUAVAWAYA

-3u -27\/ -1%,! -9 \/ gtkjf 1|:ig/ 27‘{/ 360

f(x) = 0’4 —sen4x si es periddica y su periodo es T = 102 rad = 90°
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Unidad N° 11 - Funciones trigonométricas y fendmenos periddicos. 10

(b) f(x) = 5cos2x + 3x® — 1, no es periédica pues suma de una que si lo es( el coseno)
con otra que no es periddica (la parte polinGmica).

(c) f(x) = cos3x + 5sen6x. Al multiplicar el angulo por 3 y 6 estamos realizando
contracciones horizontales de valores 3 y 6 respectivamente con lo que los periodos pasan a
ser : para el coseno 213 = 120° y para el seno 2176 = 13 = 60°.

Al multiplicar el seno por 6 estamos realizando una dilatacion vertical de valor 6, pero no
afecta el periodo.

Al sumar las dos funciones es periodo es el de la mayor es decir 2173 = 120° como se
puede apreciar en la grafica siguiente :

A fp g hn
IRRVATRTE ATATRTATRTA!

6

fix) = cos3x + S5enbx

=t Pl L L OO

SO RBOBH OO

3 Si una funcién cumple f (x) = f (x + 1) para todo x, ¢es cierto también que f(x) = f(x +
2),y que f (x) =f (x + 3), y asi sucesivamente?

B S EESS>
Si, pues si en la igualdad f(x) = f(x +1), sustituimos x por x + 1, tenemos f(x +1) =

f(x+1)+1) = f(x + 2) = f(x) por la condicion inicial . Asi se puede demostrar la recurrencia sin
mas sustituir en la nueva igualdad x por x +1 ( 0 en al inicial x por x + 2).

SO RBOBH OO

4 Halla, sin calculadora, los valores de:

(a) sen 13m

(b) cos %T
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(m%%ﬂ

R - =

(a) sen 13mm=sen (6 - 2+ M) =senmt=0

(b) cos%-[ = cos(? 2T+ 3?]1) = cos:%n =c0s270°=0

571t Tt T
c) tgg — |=tg| 72T1+— |=tg— =1
(c) g[ 2 ] g( 4) 9%

S BBOBB SO

5 El periodo de y =sen t es 2m, pero ;cudl es el de la funcién y = sen 2mt? Dibuja un ciclo
de esta ultima.

Bt b

Como multiplicamos el angulo por 21, el periodo queda dividido por ese valor:

2T
T=—=1rad
2T
-
1.5
-1 v =zen 2T
‘8.5

A.125 @.25 ©0.375 @.5 ©.625 0.75 B0.875

-—A.5

S BBOBBRSSO

6 Aunque sen x y cos x tienen ambas periodo 21 su cociente (la funcion tg x) tiene
periodo 1t {Qué periodo tiene el producto sen x cos x?

=
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Como senx - cosx = %2 sen2x, esta funcion tiene de periodo la mitad del de senx es decir
: T= 212 = 1trad = 180°. Como puede apreciarse en la representacion :

T=mrad
fl=) =5enx - cosx i

LN TN N
-360 -EUBU -9 b gvau Zwﬁﬂ

-2 L

S BBOBRSSO

7 ¢Qué gréfica se obtiene al desplazar la del coseno /2 unidades?

(a) A la derecha.
(b) A laizquierda.
<< <
(@) f(x) = cos(x - T02) = cos - ( W2 — X) = cos ( W2 — X) = sen X, teniendo en cuenta que
cos(-a= = cosa y ademas que cos(90° - a) = sena.
(b) Si lo trasladamos hacia la izquierda le sumamos 172 al angulo :
f(x) = cos ( x + 102) = cos(1W2 + x ) = - senx
9

fix) = cosix - w2)

-3 -270 -90 1] 0 270 60

_f(x) =cos{x+ )
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S BBOBBS SO

8 Si una funcion cumple que f (x + 5) = f (x), para todo x:
(a) ¢Puede tener periodo T =1?
(b) ¢Y periodo T = 10?
() ¢YT=2?
b S

(a) Si el periodo es T =1 se cumple f(x) = f(x+1) = f(x + 2) = f(x +2) = f(x + n) , luego si
puede tener periodo T = 1.

(b) Si T =10, f(x) = f(x + 10) # f(x +5), luego no puede ser.

(c)SIT=2,f(x) =f(x + 2) =f( x + 4) = f(x +6) = f(x + 2n),. Tampoco puede ser T = 2.

S BBOBBSSO

O Las dos graficas de la Figura 11.27 corresponden a dos anomalias en el

funcionamiento del corazon, que se conocen en cardiologia como «latido fallido» y «latido
prematuro». ;Puedes adivinar cual corresponde a cada una de ellas? ;Son periddicas?

=

La (a) tiene el tercer latido desplazado hacia la izquierda luego corresponde a un latido
“antes de tiempo” o “prematuro”. En la (b) falta el 5° latido, es la dI “latido fallido”.

Lo BBOBBES O

10 Las funciones y = tg 2x, y = tg 4x son periddicas. ;Cuales son sus periodos?

SRR R e b

La funcion y = tgx tiene de periodo T = 1t rad, si y = tg2x, que corresponde a una
contraccion horizontal a la mitad su periodo se reduce a la mitad T = 1/2 y por analoga razén y
= tg4x, al contraerse horizontalmente a la cuarta parte su periodo se reduce a la cuarta parte T
= 174.

S BEOBES S

1.1 Dibuja la grafica de las funciones que se indican, utilizando cada una de ellas para
representar la siguiente:

(a) cos 2x
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(b) cos? x —senz x
(c)1-2sen2x
(d) sen2 x
R
(@) = (b) = () Ya que f(x) =cos2x = cos®x — sen’x = ( 1- sen®x) — sen®x = 1 — 2sen’x

(d)) Despejando de la identidad anterior —2sen®x = f(x) + 1, sen®x = -f(x)/2 — %, que sufre
las transformaciones :

Al estar divida la funcién por ¥z sufre una contraccion vertical a la mitad.
Al tener signo negativo se produce un giro de 180° alrededor del eje horizontal.
Al tener el sumando —1/2 sufre un desplazamiento vertical hacia debajo de ese valor .

A continuaciéon se representan las funciones (a)=(b)=(c), f(x) = cos2x y después las
trasformaciones para llegar hasta f(x) = sen® y por Gltimo las dos juntas:

N SN /\_Cm/\ _/

() = (1/2)cos2x

-360 -27 -180 -90 1] a0 180 270 360

Tt fix) =-(1/2)cos2x
-360-" -270 180~ 90 90 180" 270 ™~._360

fix) = sen’x

360 W \4 90 180 270 360

/]_‘ fix) = cos2y
-360 =270 -180 -90 90 180 270 360
- z

f{x) = Sen’x

S BBOBRSSO

12 Con los datos que aparecen en la figura inferior, escribe la funcién de tipo y = Asen
(wt + ¢ ) que corresponde a cada grafica.
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Y

¥
A -- d—--- o
3 !
g?r ﬁ;t T T \/ T:j = |
g 4

R

Para entender como construimos las funciones, definamos los parametros que
intervienen :

d A = Elongacién maxima o amplitud de la onda. Si sabe calculando la mitad de la
imagen o recorrido de la funcién.

1 w=21UT, en donde T es el periodo o tiempo que tarda en repetirse la funcion.

(1 @ = desfase o desplazamiento horizontal.

(a) Vemos que :
®A = amplitud = 4

@ComoelsemiperiodoesE+3—n:4—n=n:>T=2n:>w:2—n=2—n=1
4 4 4 T 2m

@ Desfase hacia la izquierda (pz%

Sustituyendo, obtenemos la funcion y = 4sen(t —g)

(b) Vemos que :

@A = amplitud = 3, pero como la funcién esta girada horizontalmente 180° A = -3.

®Desfase no tiene, =0

Sustituyendo, obtenemos la funcion y = -3sen2t

Matematicas 1
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(c) Vemos que :

@®A = amplitud = 3

@®Desfase no tiene, @ = 0.

. L, t
Sustituyendo, obtenemos la funcion y = 3sen§

SO BBOBBS SO
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