FUNCIONES POLINOMICAS Y RACIONALES
UNCIONES POLINOMICAS Y RACIONAL

Resuelve tu(Pag 00©0)

Halla el cociente del polinomio 5x* — 12x3 — 6x2 — 2x por x + 3. Verifica el resultado.

Bt

Hacemos la divisidon por Ruffini :

°> 12 6 -2 0

=3 15 81 -225 681
|5 27 75 -227(681

El cociente C(x) = 5x°> — 27x? + 75x — 227 y el resto r = 681.
Comprobacion : D(x) = d(x) - C(X) +r:

D(X) = (5x° = 27x% + 75x — 227) - (X + 3) + 681 = 5x* — 27x° + 75x? — 227x + 15x> — 81x° +
225x — 681 + 681 = 5x* — 12x° — 6x° — 2x . q.e.d.

OOOHECHEO O
Resuelve tu(Pag 0©0)

Calcula las raices del polinomio 12x (x—1)(x +3) (x + 8).

Bt

x=0
Xx-1=0 < x=1
12x(X - 1) (Xx+3)(x+8) =0 =
(x - 1) (x+3)(x+8) 30 - xe 3

X+8=0 < x=-8

OOOHECHEO O
Resuelve tu(Pag 0©0)

Demuestra que las raices del polinomio P(x) =x3+ 10x2 + 16 xson 0, - 2, - 8.

y B R R N
P(x) = x> + 10x? + 16 x

P(0) = 0

P(-2) = (-2)* + 10(-2)* + 16(-2) = - 8 + 40 — 32 = 0.

P(-8) = (-8)% + 10(-8)? + 16(-8) = - 512 + 10 - 64 — 128 = - 640 + 640 = 0.
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FUNCIONES POLINOMICAS Y RACIONALES
UNCIONES POLINOMICAS Y RACIONAL

OOOEHECHEO O
Resuelve tu(Pag 0©0)

Comprueba que 2 es raiz de P(x) = 4x° — 7x4 — x3 + 2x2 + x — 18 y halla el polinomio Q(x) de grado 4 tal que P(x) = (x - 2)

QW)
Bt

PR)=4-2°-7-2-2%+2.22+2-18=4-32-7-16-8+8+2-18=128-112 +
2—-18=130-130 =0, luego es una raiz.

Para hallar Q(x) realizamos la division por la regla de Ruffini :

Q(X) = 4x* + 3 + X% + 4x + 9.
OOOHEOHHS O
Resuelve tu(Pag 0©0)

Halla las raices enteras de los polinomios P(x) = x4 — 2x3 + x2 — 8x — 12 y Q(X) = x> — 2x4 + x3 — 8x2 — 12x.

SO <
P(x) =x*—2x3 +x* - 8x — 12
Las raices enteras se encontraran entre los divisores del término independiente :
Div(-12) ={+1,+2,+3,+4,+6,+ 12}

para hallarlos vamos probar por al regla de Ruffini, los que den de resto cero :

1 e B 12
-1 43 4 +12

1 3 4 42 | 0
3 3 0 12

1 0 4 |0

Luego P(X) =x* =2 +x*=8x—12=(x+1) (x—3) (x* + 4).
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Unidad n°® 10 —FUNCIONES POLINOMICAS Y RACIONALES

Q(X) = x° —2x* + x* = 8x%® —12x = x(x* = 2x% + x* = 8x —12) = x P(x) = x ( x +1) ( x =3) ( X*
+ 4), ya que el polinomio entre paréntesis es el anterior P(x).

SOOHENOEES O

Resuelve tu(Pag 0©0)

Calcula una raiz real aproximada de P(x) = 3x3— 14x + 9.

S d B HES<SS
P(x) =3x>—14x + 9
Como P(0) =9 >0y P(1) =-2, hallamos un valor intermedio x = (1+0)/2 = 0’5 y ahora :

P(3'5) = 3(05)° - 14 - 0'5 + 9 = 0375 — 7 + 9 = 2’375, luego una raiz esta comprendida entre
05y 1.

Tomamos el valor medio (0’5 +1)/2 = 0’75 y hallamos el valor del polinomio:

P(075) = 3 (0'75)* — 14 - 0’75 + 9 = 1'265625 — 10'5 + 9 = - 0'234375 , como ha cambiado de
signo la raiz buscada se haya entre 0’5y 0'75.

Tomamos el punto medio (0’5 + 0'75) /2 = 0’625 y vemos el valor del polinomio :

P(0'625) 3- (0'625)% — 14 - 0'625 + 9 = 0’7324 — 8'75 + 9 = 0’98, luego la raiz buscada esta entre
0625y 0'75.

El nuevo valor medio es (0’625 + 0'75)/2 = 0’6875 y el valor del polinomio :

P(0'6875) = 3 - (0'6875)% — 14 - 0'6875 + 9 = 0'9749 — 9'625 + 9 = 0'35, luego la raiz buscada se
haya entre 0’6875 y 0'75.

Punto medio del intervalo (0’6875 + 0'75)/2 = 0’71875, y el valor del polinomio :

P( 0'71875) = 3 - (0'71875)° — 14 - 0’71875 + 9 = 1'114 — 10'0625 + 9 = 0’05, luego la raiz
buscada estd comprendida en el intervalo (0’71875, 0'75).

valor medio del intervalo (0'71875 + 0'75)/2 = 0734375, y el valor del polinomio :
P(0'734375) = 3 - 0'734375° — 14 0'734375 + 9 = 1’1816 — 1028125 + 9 = - 0°093, luego la raiz
buscada esta entre 0’71875 y 0'734375, continuando el proceso nos iriamos aproximando a la

raiz que es 0'724270.

SOOHENOEES O

Resuelve tu(Pag 0©9)
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FUNCIONES POLINOMICAS Y RACIONALES

Una arquero lanza una flecha con trayectoria parabolica y = - 0°0003x2 + 0’6x + 1, donde x e y se miden en metros.
Calcula:

A La altura inicial de la que parte la flecha.
b El alcance final.
C La altura maxima alcanza.
SRS HHESCO
= - 0'0003x° + 0'6x + 1
(a) La altura inicial yo = 1 m.

(b) Cuando llega al suelo ha de cumplir se y = 0, es decir - 0°0003x* + 0'6x + 1 = 0,
resolvemos la ecuacion :

—-0'0006 -0'0006 20017 m
El alcance del caidén es de unos 2 km.

. ~0'6++0'62 +4-00003 _-0'6+0%601 _ { ~166m

(c) La altura maxima la hallamos por la férmula del méximo de la parabola :

XM = _b__ 06 _ 1000 m = y,, = -0'0003(1000)? +0'6-1000 +1=301m
2a -0'0002
QOCOHEHCEHEC S
Resuelve tu (Pag 0©0)
] . 2x+3
Halla las asintotas verticales de f(x) = —
X —
S EFO B HSS
2X+3
() = =
X® -4

Como es una funcion de tipo racional, las posibles asintotas verticales estaran en los
valores que anulan el denominador: x* —4 =0, x = +2, que como sus limite son infinito se trata
de asintotas verticales: x =-2y x = 2.

OO OEHOEES O

Resuelve tu(Pag @ ©©)

MATAMATICAS 1



FUNCIONES POLINOMICAS Y RACIONALES

Analiza la grafica de la funcion del Ejemplo ;18 ? y contrasta el resultado con la grafica.

<< <<
No hay ejemplo N° 18, lo resuelvo con el Ejemplo N° 17.
x2 -x-5
=
® Dominio

Como es una funcién de tipo racional, no pertenecen al dominio los valores que anulan
el denominador, x —4 =0, x =4, dominio={xOR/x#4}

@ Asintotas
Verticales
x =4 ( que anula el denominador ) es una posible asintota vertical, calculemos el limite :
_ x?-x-5
lim =
x-4 X-—4

luego si es una asintota vertical.
Horizontal

Como el grado del numerador es 2 y el del denominador es 1, no tiene asintota horizontal pues el limite de
la funcion cuando x tiende a infinito, no existe.

Oblicua

(a) El cociente en los coeficientes de mayor grado del numerador y denominador es 1, la asintota sera de la
formay = x + k. Para hallar k hallamos el limite de la diferencia f(x) — x :

k=Ilim =3

X — 00

X2 -x-5 X2 -x-5-x2+4x . 3x-5
- X|[=lim = lim
xX—4 X 00 X—4 x—0 X—4

La asintota oblicua es la rectay = x + 3.

(b) Otra forma de hallar la asintota oblicua ( sin usar el procedimiento general) cuando la funcion es un
cociente de polinomios es realizar la division y tomar el cociente :

woy—§ i-4
- %5 Ay i+3
3x— 5
-3+ 12
7

la asintotaesy = x + 3.
® Puntos de corte con los ejes
(a) Con el eje de abcisas ( f(x) = 0) X2 —x =5 = 0, ecuacion de 2° grado que resolvemos :
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FUNCIONES POLINOMICAS Y RACIONALES

« = 1+41+20 1+458 | 279
2 2 -179
los dos puntos de corte son (2'79,0) y (-1’79, 0).
(b) Con el eje vertical 0 de ordenadas ( x = 0)

f(0) = 5/4, el punto de corte es pues : (0, 5/4)

@ Signo

SOOHEHOEES O

PROBUEMASPROPUESTOS

1 ¢Cudles de estas funciones son polinémicas?
S E b B oS

(@) y =2'5. Polinémica de grado cero.

(b) y = 2/5 + x/5. Polinémica de grado 4.

(€) y =x% —2x¥® +5=x5 - 23/x +5. No polindmica.

(d) y =3vx* +x -2 No polindmica.

(e) y = In(x* = 5x + 2). No polinémica.
OOOHECHECO®

2 Escribe polinomios que correspondan a las gréaficas de las figuras :
S EESHESSS

(@)y=-(x+1)(x=2)=-x+x+2

y=-[x+1]

b4
-3 -2 1 4
1
-
3
—4

(b) Es un polinomio de tercer grado de la forma f(x) = ax® + bx* + cx + d. Para calcular los coeficientes
sabemos los puntos de corte con los ejes : f(-2) = 0, f(1) = 0, f(2) =0y f(0) = 2, es decir -8a +4b-2c+d=0,a+bh
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FUNCIONES POLINOMICAS Y RACIONALES

+c+d=0,8a+4b+2c+d=0,d=2. Un sistema de cuatro ecuaciones con cuatro incognitas que resuelto nos
proporcionara los coeficientes buscados :
Sustituimos el valor de d en la otras tres ecuaciones : - 8a +4b-2c=-2,a+b+c=-2,8a+4b+2c=-2.
Sumamoslal?y3?:8b=-4,b=-1/2
Sustituimos en 12y 22: -8a -2 -2c = - 2, a— % +c = -2 y nos queda un sistema que resolvemos :

4a+c=0 1
—>c=-4a=2a-8a=-3 - 6a=-3-a=-=c=-2
2a+2c=-3 2
Y 74 Y la funcion buscada es f(x) = x3/2 =x%/2 -2x + 2
— B L2
fha =3ch2 % fo-2x+2 Otra forma :
El polinomio que pasa por los puntos ( -2,0), (1,0) y (2,0) es
. 2 P(X) = (x +2)(x-1)(x- 2) = x> —x* — 4x + 4, pero este polinomio pasa
por el (0,4) y no por el (0,2), para hacer que pase hemos de
1Y+ contraer verticalmente la funcion a la mitad, es decir lo dividimos
x Por2:
-3 - 1% 3 4 f(x) = P(X) 12 = X%2 X232 2% + 2
-1
-2
-3
-4

(c) Como conocemos los 4 puntos de corte con el eje horizontal construimos el polinomio que pase por ellos
PX)=(x (x+3) (x+1) (x=3)=x*+x*-9x? - 9x, pero P(1) =1 + 1 -9 -9 = -16 y debe ser - 2, luego hay que

4 3 _ 2 _
dividirlo por 8 : f(x) = XT + X7 —9x° —9x

8
y".l
13
12
1 +
X
4 - 2 1 2 4
L—1
4.3 o2
f[x):x +37 =907 =80 |,
8
L3
—4
SOOHHOHH O

3 Hallaun polinomio P(x) de grado 3 con raices - 2, 3y 5, sabiendo que P(0) = 10.
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FUNCIONES POLINOMICAS Y RACIONALES

R

P(X) = (x = (-2)) (x=3)(x - 5) (x+2)(x—3)(x-5) =x>-6x’—x + 30, pero este polinomio P(0) = 30 # 10, hay que
dividir por 3 : Q(x) = (x* — 6x* - x + 30)/3.

SOOHHOEES O

4 Calcula las raices enteras de P(x)=x4—7 x3+11x2 -7 x +10
S s dbEESS

Div(10)={£1,£2,+5,+ 10}, las raices enteras estaran entre estos valores :

1 -7 11 -7 10
2 2 -10 2 -10
1 5 1 5 0
5 5 0 5
1 0 1 0

Luego P(x) =x4-7x3+11x2-7x+10=(x-2) (Xx=5) (x2 +1)
OOOHECHEO O

5 Hallaun polinomio Q(x) y un nimero real r tales que 3x° - x2 + 6x — 12 = (x+1)Q(X)+r

DR b
Q(x) es el polinomio cociente obtenido al realizar la division por (x + 1) y r el resto:

3 0 0 -1 6 -12
-1 3 3 3 4 -10
| 3 3 3 -4 10 -22

Q(x)=3x*-3x*+3x*—4x + 10y r =resto = - 22.
OOQEHEHCOEHO O

6 Hallaun polinomio de grado 4 sabiendo que al dividirlo por x, (x - 1), (x - 2) y (x - 3), da siempre resto 1, y que P(4) =
49.

R s =

qx) = x(x = 1) (x = 2) (x=3) =x* - 6x3 + 11x* - 6X, q(4) = 4 (4- 1) (4 - 2) (4 -3) = 24, luego hay que
multiplicarlo por 2, Q(x) = 2 (x* - 6x® + 11x* — 6x) = 2x* — 12x* + 22x* — 12x, pero al dividirlo por esos factores daria
de resto 0, para que de resto 1 hay que sumarle uno :

P(x)=2x" = 12x3 + 22x* - 12x + 1
SOOHHOEHIO O ®

V4 Comprueba con calculadora que aunque los demés términos del polinomio x3 + 50x2 + 7x son grandes para x = 108,
comparados con el dominante x3 son muy pequefios.

MATAMATICAS 1



FUNCIONES POLINOMICAS Y RACIONALES

S
Término dominante : (10°)° = 10%
Resto de términos =50 - (10°°+ 7 - 10°=50 10¥ +7-10°= 5. 10"

Término dominante _ 10'®

Relacion : — =
Resto de términos 5 10%3

=20000, es 20 000 veces mayor.

OO OHHOEES O

8 ¢ Esracional la funcion 3X =1+

?
2x° -5

RS

X _(3x-1(@2x?-5)+x _6x>-x?-15x+5

Operemos : 3x —1+
P 2x?% -5 2x?% -5 2x?% -5

, Si es racional

OO OHHOEES O

S) ¢ Cudles de estas funciones racionales tienen asintotas horizontales u oblicuas?

B S EESS>
(a) f(x) = 3x+4 = lim 3x+4) . E, tiene una asintota horizontal en y = 3/2 y, al tener horizontal, no
2x-1 x-w\ 2x-1) 2
tiene asintota oblicua.
20 1 15 2

VAN ANLAVTIC AN L



FUNCIONES POLINOMICAS Y RACIONALES

2 _ 2
(b) f(x)= x“-3 - lim 3 =oco, no tiene una asintota horizontal, pero puede tener oblicua.
X-16 x-w 16

Como el grado del numerador es 2 y del denominador es 1, si tiene asintota oblicua que hallamos haciendo la
division :

2 3 |x—186
-xt + 1Bx %+ 16
6% —3
- 1Bx+ 256

253

La asintota oblicua es y = x + 16

La representacion grafica es :

T—L2@

+-164

c) y=f(x)=
€} y=1x) 5x> -2x -3 5x> -2x -3
abcisas ) y no tiene asintota oblicua :

2 2
X +X+2 . X+X+2 . , ,
- - - = (—J =0, la asintota horizontal es y = 0 ( el eje de
X — 00

+3
2
w42
flw)= 12
b Fx” - 2% -3
1 +

VAN ANLAVTIC AN L



FUNCIONES POLINOMICAS Y RACIONALES

SOOHEOHEO O

1O Halla los intervalos donde son positivas.
S HEGHESSS
(a) f(x) = x* - 4x* + 4.

QO Primero hallamos los valores que la anulan resolviendo la ecuacion bicuadrada :

x4 —4x? +4=0 o x? = 2EV16716 '126_16:2:>x:i\/§
Q Tenemos tres intervalos en los que estudiar el signo :
Intervalos (-00,-~/2) (— \/E\/E) (\/5,+°°)
Signo (f(x)= x* = 4x* + 4) f(-2)=4,>0 f(0)=4,>0 f(2)=4,>0

Es siempre positiva.
(b) f(x) = (x* - 5x + 6)/(3x+12)
Los valores que anulan el numerador x =2y x = 3, y el denominador x = - 4 forman 4 intervalos.

Hay que estudiar el signo en los 4 intervalos :

SOOHEOHEO O

11 Hanalas asintotas y los intervalos donde es positiva o negativa cada funciéon:
S s b EESS

@ 100 =2

@ Asintotas.
© Verticales :

Al ser una funcién racional las posibles asintotas son los valores que anulan el
denominador, x = - 2 en este caso. Para comprobarlo hallemos el limite :

. 3x - ]
lim = —oo, luego si tiene una asintota en x = - 2.
X =2 X + 2

® Horizontal:

VAN ANLAVTIC AN L



FUNCIONES POLINOMICAS Y RACIONALES

Hallamos el limite de la funcién cuando x — oo :

y =lim n = 3, luego tiene una asintota horizontal eny = 3.
X 00 X
< Oblicua:

No tiene ya que tiene asintota horizontal.
@ Intervalos

Valores que anulan la funcion 3x = 0, x = 0 y como hay una asintota vertical en x = - 2, tenemos 3
intervalos :

)= e 10

@ Asintotas.
@ Verticales :

Al ser una funcion racional las posibles asintotas son los valores que anulan el
denominador, xX* - 7x + 10 =0, x =2y x =5 en este caso. Para comprobarlo hallemos los limite :

x> . X2

lim —————=w, lim————— =, |uego si tiene asintotas en x = 2y x=5.
x-2x° =7x+10 x-5x°-=7x+10

© Horizontal:

Hallamos el limite de la funcién cuando x — oo :
2

. X , ] ,
y = lim ————————=1, luego tiene una asintota horizontal eny = 1.
x—0 X< =7x+10

< Oblicua:
No tiene ya que tiene asintota horizontal.
@ Intervalos

Valores que anulan la funcion x? = 0, x = 0 y como hay asintotas verticales en x = 2 y x = 5, tenemos
4 intervalos :

SOOHEHOEES O
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FUNCIONES POLINOMICAS Y RACIONALES

12 Representa las gréaficas de las dos funciones del problema anterior.

(a)

1.3 Analiza la grafica de la funcion f(x) =

® Dominio

Como es una funcién de tipo racional, no pertenecen al dominio los valores que anulan

R s =

T£H

5 10

x=5

SOOHHOEES O

2x° -1

Bt

el denominador, x* =0, x = 0, dominio = {x DR/ x# 0 }

VAN ANLAVTIC AN L



FUNCIONES POLINOMICAS Y RACIONALES

@ Asintotas
Verticales
x =0 (que anula el denominador ) es una posible asintota vertical, calculemos el limite :
_2x?-1_-1
lim =——=-00
luego si es una asintota vertical.
Horizontal
Como el grado del numerador es 2 y el del denominador es 2, tiene asintota horizontal en:
2x% 1 1 1
2x2 -1 2 2 e %,
y=lm="_==lim XX =jim—* =—2=2
X0 X X 00 X X-e ] 1
X2
Oblicua

No tiene pues tiene una asintota horizontal de ecuacion y = 2.
® Puntos de corte con los ejes
(a) Con el eje de abcisas ( f(x) = 0) 2x* - 1 = 0, ecuacion de 2° grado que resolvemos :

Xzi\/i:iﬁz 071
2 "2 |-o71

los dos puntos de corte son (0" 71, 0) y (- 0'71, 0).
(b) Con el eje vertical o0 de ordenadas ( x = 0)

No tiene pues x= 0 no pertenece al dominio.

@ Signo

x =
x=9
{3
y=2 .
1
\ //7 x
4 -3 -2 -1 1 2 3 4
-1
Zx? -1
fix)=— -2
X
-3
14
OOQHMEOHMEOO®
2
1.4 Analizala grafica de la funcién f(x) = %
X_
e 'a's

VAN ANLAVTIC AN L



FUNCIONES POLINOMICAS Y RACIONALES

® Dominio

Como es una funcién de tipo racional, no pertenecen al dominio los valores que anulan
el denominador, x —2 =0, x =2, dominio={xOR/x#2}

@ Asintotas

Verticales

x =2 (.que anula el denominador ) es una posible asintota vertical, calculemos el limite :
2

. (x-1 1

iim XD 1o

x-2 x=2 0

luego si es una asintota vertical.

Horizontal

Como el grado del numerador es 2 y el del denominador es 1, no tiene asintota horizontal pues el limite de
la funcion cuando x tiende a infinito, no existe.

Oblicua

(a) El cociente en los coeficientes de mayor grado del numerador y denominador es 1, la asintota sera de la
formay = x + k. Para hallar k hallamos el limite de la diferencia f(x) — x :

= lim = lim =0
X 0 X—2 x—om X =2

. [(x?-2x+1 X2 =2x+1-x? +2x 1
k =Ilim —2—X
X—

X — 00

La asintota oblicua es la recta y = x.

(b) Otra forma de hallar la asintota oblicua ( sin usar el procedimiento general) cuando la funcion es un
cociente de polinomios es realizar la division y tomar el cociente :

iy ol I
S+ D X
0+1
la asintotaesy = x + 3.

® Puntos de corte con los ejes

(a) Con el eje de abcisas ( f(x) = 0) (x-1)* =0, x = 1 el doble punto de corte es ( 1, 0).

(b) Con el eje vertical o de ordenadas ( x = 0)

f(0) =- 1/2, el punto de corte es pues : (0, -1/2)

MATAMATICAS 1



FUNCIONES POLINOMICAS Y RACIONALES

@ Signo

® Representacion :

=2
y"sx
16
(3 —1)°
f = +
(x) - 4
{2
§ -6 -4 -2 3 4 6 8
-2
-4
¥=X
6
8
SOOHMEOHEO O
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