Unidad 2 — Resolucién de triangulos generales 01

RESUELVE TU ( 2 @)

(@) Aplicando el teorema de Pitagoras en el tridngulo rectdngulo PQR de la figura adjunta, verifica que la
altura y del piston en el instante t es :

y=0Q+QR=b+437 ~a” =senart +9 -cos’ art f

s
(b) Poniendo t = 1'25 en esta formula, y usando la calculadora, averigua a qué H
altura estara el piston 1'25 segundos después de que la rueda comience a girar. 1

(c) ¢ Cuantos grados ha girado la rueda en ese tiempo .? s ‘
S BBESHHSCH '

|
(a) La primera igualdad es evidente, y = altura total es la suma de |
OQ + QR, y OQ = b y QR lo obtenemos aplicando el teorema de i
Pitdgoras al triAingulo PQR, en donde queremos hallar uno de los catetos

(QR). En el triAangulo OPa, inscrito en la circunferencia, b es el cateto opuesto a 8 y a el
contiguo o adyacente, luego como el radio de la circunferencia es R =1 se cumple :

=m :E: b =RsenB =senB;cosb = COt_’ adyacente :3: a=RcosB=cos@
hipotenusa R hipotenusa R

senb

Sustituyendo los valores anteriores de a y b tenemos :

y =sen®++/9-cos? 0

Como 6 representa el angulo girado y segun el movimiento circular uniforme ( mira las
formulas en fisica ) Angulo = velocidad angular - tiempo = w - t, y ademas la velocidad con que
gira es ( 2 vueltas por segundo ) w= 2 - ( lvuelta) = 2 ( 2m) = 4mtrad/s, sustituyendo nos queda:

y =senb++/9-cos? 8 = senwt +9 —cos? wt = sendt ++/9 —cos? 41t g.e.d.

(b) Es una simple sustitucién® :

y = SeN4TEL'25 ++/9 — cos? 4TEL'25 = sen5T++/9 — cos? 5Tt = 0 ++/9 —(-1)? =+/8 = 2'828m

(c) Ahora nos pide el angulo ( 6 ) girado en ese tiempo, luego 8 = wt = 411’25 = 511
radianes = 51 180°m=5 3 180° = 900°.

So0EEOEES @

! Ten cuidado de poner la calculadoraen [MODE] [RAD] pues éngulo ( 5m) esta en radianes.
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RESUELVE TU (0 @©)

Halla las distancias AB y BD en la figura, tomando como nuevos datos AD =10 my AC = 14 m.

S R BN B D

# En el triangulo rectangulo ADC, como conocemos el
cateto adyacente ( AD = 10m) y la hipotenusa ( AC = 14
m ) podemos hallar el coseno de a :

Si conocemos el coseno, aplicando la ecuacion fundamental de la trigonometria,
podemos saber cuanto vale el seno :

sena +cos?a = 1= sena =+1-cos 0(—]/ - \/ 49 25 /%:g

Ahora nos fijamos en triangulo grande ( ABD) en donde pretendemos hallar la
hipotenusa ( BA = x) y el cateto opuesto a A ( BD), primero hallamos x, mediante el coseno ( ya
gue sabemos que el cateto adyacente AD =10 m:

cat. adyacente _ A_D _ 10 O fespeinge.  x = 10

COSA =C0S20 = ——
hipotenusa AB X cos2a

Pero, ¢ como sabemos lo que vale cos2a .?, mediante la formula del angulo doble
[IT19]* que tienes en esa misma pagina ( y que a partir de ahora debes tener en la memoria, Si

no la tienesya) :
243 ] 25 24 _ 1

2
cos 20 = cos? a— sen? u—( j o=
7 7

49 49 49
Ya podemos saber AB sin mas que sustituir el coseno hallado en la férmula anterior:

Una vez hallado AB, calcular BD se puede hacer de varias formas ( teorema de
Pitagoras, por la tangente, por el seno...), optamos por el teorema ( para no tener que hallar el
seno o la tangente del &ngulo doble ) :

AB’ =BD’ +AD- [ PFSTSA¥9, BD =VAB’ ~AD’ =+4902 -102 = /240000 = 489'9m
, ©00EEEETO OO
RESUELVE TU (1 @®)
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M 3

fdem con A = 45° B =80°y ¢ = 70 cm

R

4850 iy

A c=70cm B

En este ejercicio observo un error, en el
dibujo que viene en el libro, ya que el
trozo dibujado no es un fragmento de
triangulo, sino de cuadrilatero, es decir el
angulo B n puede ser el que se dibuja
sino el que dibujo yo ( si se quiere
resolver como lo hace el libro ), es decir
el dibujo seria como el que tienes al lado.
Bueno vamos a resolverlo, como
sabemos dos angulos hallamos el tercero
por diferencia :

A+B+C=180°, luego C = 180° - (A +
B) ) = 180° — ( 450+80°) = 55°,

Ahora podemos aplicar el teorema del seno ( ¢, ya te lo sabes de memoria ?) para hallar los

lados que quedan por conocer (ay b):

A ~ ) A 0 '
A A A senA _ senC 0] fesPeiames 3, _ sené c= sen45 0= 0707 70 = 60'43m
senA _ senB _ senC N a c senC senb5° 0'819
. (o] !
a b c senB _ senC 0 FESPERMESE, = senl? C= sen80 0= 0'985 70 = 84'16m
c senC senb5° 0'819
QooEETOEE W ®®

RESUELVE TU ( 0 @® ) 2° Ejercicio

Repite el ejercicio con angulos de 12° en C y de 58° en A, si la distancia AB es de 120 m.

SO EEOSS

Es el tipico problema de aplicacion del teorema del seno pues conocemos los tres

angulos ( B se puede hallar por diferencia, ero aqui

hallar uno o los dos lados que nos faltan:

no lo necesitamos ) y un lado, deseando

A - | A o '
senA _ senC 0] ESSPSRTOATY, g4 = sene C= senb8 0= 0'848 120 = 489'5 m
a C senC senl2° 0208
QOEHOEE® ®®

RESUELVE TU (0 @®@)
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Comprueba, paso a paso, que el siguiente calculo es correcto para la posicion V': 6 = 149°.Ahora
y =180°- (19°+6’) = 12°

(0] 1 1
Por el teorema del seno, seni9 = SenY , asi que x = 109.000.000seny’ _ 69.610.000km
109.000.000 X senl9°
S HEGHFESSC

Comprobemos el angulo y = 180° - (119° +6’ ) =180° - ( 19 + 149°)= 180°- 168° = 12°
Y ahora el teorema del seno :

« = 109.000.000seny' _ 109.000.000-sen12° _109.000.000:0'2079
senl9e° senl9° 0'325568

=6.960.478 km

, SCOEHHOEEG O
RESUELVE TU (0 @8)

Repite el ejercicio con un angulo de 78°y un tiempo de 4 min.
S HHEGHRESSCS

Primero tenemos que calcular lo que miden los lados ¢
y b que son las distancias que recorren sendos
motoristas en 4 min :

C

c=vt= 90k—m- ]hr' 4Amin =6 km
hr 60min

b=v,t :120k—m- ]hr_ 4Amin =8 km
hr 60min

Ahora vamos a hallar el lado a ( que es la distancia que
los separa al cabo de 4 min ), como conocemos un
angulo ( A = 78° y los lados que lo forman ( b y ¢ ) es una tipica aplicacion del teorema del
coseno :

a2 =b2 +c2 —2bccosA = a=+b? +c? —2bccosA = /82 +62 — 2.6:8.c0s78° = /80'04 = 8'95 km

SOOEEOEE S ® @

RESUELVE TU ( 0 @@ ) 2° Ejercicio

Halla los angulos B y C de la figura
S HHGHHESSS
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Como conocemos los radios de las tres circunferencias, podemos
conocer los tres lados del triangulo :

a=rg+r.=1406 cm, b =204'6 cmyc =264 cm ( estd hecho en
el libro)

Al conocer los lados y ningun angulo es otra de las tipicas
aplicaciones del teorema del coseno ( apréndetelas ) :

Como ya se ha calculado A en el libro, podemos usar también el teorema del seno, pero
vamos a hacerlo por el del coseno :

~ a?+c?-b? 14062 +264% -204'6°

b2 =a? +c? -2a.c-cosB = cosB = =0'6412 = B = 50°6'58""
2ac 2140'6-264

Para hallar el angulo C podemos usar de nuevo el teorema del coseno, el del seno o
mas rapido, por diferencia :

C =180°- (A+B) =180°-(31°49 27" + 50° 6’ 58” ) = 180° - 81° 56’ 24” = 98° 3’ 35”
So0EIEOEES @

PROBLEMAS PROPUESTOS ( L1@®®)

@ Halla el seno, el coseno y la tangente de un angulo en posicion normal sabiendo que su lado terminal
contiene el punto P =( - 2, - 5).

S EBOE S

a=-2,b=-5=r=ya?+b? =/(-2)2 + (-5 =29

Sena:—:__s_—s 29’COSG_E___2_—2 29 _ﬂ_g_é
r /29 29 r 429 29 cosa a 2
QOEHOEE® ®®

® ;Puedes calcular cosar sabiendo sélo que tg o = 0,6? Compara tu respuesta con la del Problema resuelto 1.
S>> H <<

Si pero hay dos valores en el primer cuadrante ( positivo) y en el tercer cuadrante (
negativo), que es donde la tangente es positiva, luego hay que fijar el cuadrante:

sena
cosa

tga =0'6 = = sena =0'6cosa
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Unidad 2 — Resolucién de triangulos generales 6

y sustituyendo en la ecuacién fundamental de la trigonometria podemos despejar los valores
del coseno :

sen®a +cos?a =1= (0'6cosa)’ +cos?a =1 — 0'36cos?a +cos?a =1 — 136cos?a =1
cos’a = & =0'7352941= cosa = +07352941 = +0'8575

QO RS
® Encuentra el valor exacto de cos (7° 30).
S B HESHHESCS

Supongo que se refiere a encontrarlo en funcién de angulos conocidos, es decir :

1+col5°
2

Necesitamos hallar, pues el cosl5° ¢ como ?, mediante diferencia de angulos,
aplicando la férmula [IT6bis]* ( hay que aprendérselas todas, como ves ) :

V23 V21 _+6 2 _6+42

. 15° . . .
cos(7°30') = COS(T] = {formula del angulo mitad[IT22 ]*} =

€c0s15°=c0s(45°-30°) = cos 45°.cos 30°+sen45°.sen30° =

2 2 22 4 4 4
Ahora lo sustituimos en la formula anterior :
B2
c0s(7°30') = 4 +*/§+‘/§ ~0'0914448...
QooEeEE®

@ Una fuente edlica de energia eléctrica genera una corriente alterna de intensidad I = 25 cos (100 - Tt -
6077, donde t se mide en minutos, | en amperios y los angulos en radianes. Halla el valor de I en el instante t = 18
segundos.

S HEGHFESSC
Lo Unico que hay que hacer es sustituir y hacer las operaciones ( teniendo la precaucién
de poner la calculadora en radianes antes de hallar el coseno del dngulo que se obtenga y
pasar los 18 s a mint = 18/60 = 0’3 min) :
| = 25cos( 100 — 10’3 — 60-11) = 25 c0s(100 — 09425 — 188'5)= 25 cos (-89'44 rad) = 25 -0'097

= 2’43 amperios

So0EEOEES @
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® Calcula el &rea de un decagono regular inscrito en un circulo de radio 10 c¢m, con ayuda del Problema
resuelto 2.

S HEGHFSSC
En la figura se representa uno de los diez triangulos iguales que forman
A = B el decagono.

= El area de cualquier poligono es = (perimetroxapotema)/2, el
| /r=10cm perimetro es el producto de la longitud de un lado ( | = 2x ) por diez
Sl lados que tiene el decagono y la apotema es la altura del triangulo del
dibujo, luego, hemos de calcular el lado (AB = | = 2x ) para hallar el

perimetro y la apotema. Hay varias formas :

O

El lado se puede hallar por el teorema del coseno, por el del seno o simplemente
aplicando la definicion de seno al triangulo rectangulo que se forma con la altura ( apotema del
poligono ), uso el del seno ( hay que operar menos), pero hemos de saber primero los angulos
A =B =[/2=144°2 = 72° ( hallado en el libro) :

~ ~ ] o A 0 1
SENO _ SeNB ; psprivgapretacht, | = ox = AB = 210y = 38387314 95915 o cm
| r senB  sen72° 0'95

Si el lado L = 6’2 = 2x entonces x = /2 = 6'2/2 = 3'1 cm y aplicando el teorema de
Pitagoras :

ap =r2 —x? =102 =312 =/90'39 =9'51cm

Ya podemos hallar el area :

Area = pxap _ 101-ap _106'29'51 _ 294'73 cm?
2 2
QooEeEE® @
_ 2
® Verifica la identidad i :gzor =cos2a
+1tg°a
> HSHH <<

Hay tres formas de demostrar la veracidad o falsedad de una identidad:

* Partir del primer miembro y realizar transformaciones hasta obtener el segundo
miembro.

% Por el contrario, podemos partir del segundo miembro y realizar transformaciones
hasta obtener el primero.

Matematicas 1



Unidad 2 — Resolucién de triangulos generales 8

# Realizar transformaciones en ambos miembros hasta llegar a una identidad evidente.

En este caso partimos del primer miembro e intentaremos obtener el segundo ( la regla
basica es partir del mas complicado, el que admita transformaciones, y llegar al que no se
pueda transformar o sea mas sencillo ) :

_sen’a  cos®a-sen’a
1-tg%a _ = cos?qg _ cos? _ cos?a -sen®a
1+tgla s sen®a  cos’a+sena cos®a+sena

=cos? a —sen’a = cos 2a

1

cos? a cos? a

< Primer paso : sustituir la tangente por su definicion ( sen/cos).

< Segundo paso: hacer la suma y resta de fracciones.

o Tercer paso : Dividir las fracciones y simplificar los denominadores ( cos?a).

= Cuarto paso: sustituir la ecuacion fundamental de la trigonometria ( cos® a+ sen? o) por 1
c® Quinto paso : sustituir el coseno del &ngulo doble por su férmula.

SO® SO®
@ ;Son validas estas identidades trigonométricas?

(@) (1 — sen” a)tg® a = sen? q.
(b) sec (- a) =-sec a.
(c) tg® a — cotg® o = sec® o — cosec? a.

R

(a) Partimos del primer miembro e intentaremos obtener el 2° miembro :

2

sen?a

(1-sen®a)tg?a = (cos® a)———
cos?a

=sen?a = valida

% Como sen? a+ cos? o = 1= (1- sena) = cos’a y la tangente en funcién del seno v el
£0seno.

% Simplificar cos®a para llegar al 2° miembro.

(b) Partimos del primer miembro :

1
cos(-a) " cosa

sec(-a) = =seca # —-seca = No valida

Definicion de la secante.
Expresar el coseno de un angulo negativo en funcion del positivo [IT3]*.
Definicion de la secante.

(c) Partimos del primer miembro :

Matematicas 1
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sena _cos’a _sen*a.-cos’a _ (senza +cos? a)(senza —cos? a)

tga —cotg®a =

cos’a sen?a  sena-cos?a sen?a-cos? a
(senza —cos? 0() _ sena cos’a _ 1 1, ) .
> > = > = > S = >~ S — =sec”a-cosec = valida
sen®a-cos?a  sen®a-cos’a sen?a-cos’a cos’a  sen’a

Pasos :

Q Sustituimos la tangente y la cotangente en funcidn del seno y el coseno.
O Hacemos la resta.

O Usamos una de las igualdades notables: (a2—b2)=(a+b) (a—b).

Q El primer paréntesis es la ecuacion fundamental de la trigpnometria = 1.
QO Separamos sumandos y dividimos.

Q Aplicamos la definicidn de secante y cosecante.

QooEITOEIT R @ ®
® Comprueba que son ciertas las siguientes identidades:
(@)senacotgaseca=1
(b) sec’ a (cos?a - 1) +tg?a =0
(ctgacotg (-a)+1=0

S HEGHFESSC

cosa 1 _senacosa _

(a) sena-cotga-seca =sena 1

sena cosa  senacosa

2 2 2

(b) sec? a(cos? a —1) +tg?a :%-(—senza) + senza =- senza + senzor -0

cos“d cos“ a cos“a cos“a
(c) tgacotg(-a)+1=tga 1 +1= 'ga +1= 'ga +1=-1+1=0

tg(-a) tg(-a) —tga
RRARAEN ) EIEI RS

® Una gaviota vuela en direccion noroeste a una velocidad de 30 km/h. Al cabo de 15 minutos, ;cuanto ha
avanzado hacia el norte? ;Y hacia el oeste?

S HHOGFHSSS
o b A velocidad = SOk—m- Jhr. :O'5k—_m.
hr 60min min
; C Espacio recorridoen 15 min=a=v -t= O'5k—r_n-15min =7'5km
min
‘ Se nos pide los lados c( distancia Norte) y b ( distancia oeste), las
B hallamos mediante las definiciones del seno y el coseno del angulo
conocido de 45° :
b N2 i
sen45°= 2 = b =asen45°=7 5-7 =53 km =c (Pues esisosceles)
QOEHOEE® ®®
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{® Sabiendo que un &ngulo agudo tiene sena= 0,7 halla:
(@) tg a (b)sen (- a) (c) tg (180° - a) (d) cos(90° - a) (e) sen (a - 90°)
S>> HHE S-S

Hallamos con la ecuacién fundamental de la trigopnometria lo que vale el coseno :

sen?a +cos? o =1=> cosa = +y1-sen?a =4/1-072 =071

cosa 071
(b)ysen(-a)=-sen(a)=-07.
(c) tg (180° - ) = - tga = - 0'98 [ITL7]*
(d) cos(90°-a) =sena =07 [IT13]*
(e)sen (a-90°) =sen-(90°-a)=-sen (90°-a) =-cosa =- 071 [IT2]*y [IT12]*
SoonmeEE® S ®
O Averigua el seno, el coseno y la tangente de 67° 30", usando las identidades del angulo mitad.

SooEBOEHSSS

° - 0 — 0_/50 0
(@) Sen67°30':sen[1325 ]Dﬁ?ﬁzi \/1 co;135 _ \/1 cos(180°-45°) _ \/1+cos45 _

2 2
1+\/§ 2+4/2
2 2_\/2+\/§_\/2+\/§
2 2 4 2
° 0 o_/EO0 _ o
(b) cos67°30'= cos 135°) - pyaak, \/1+003135 _ \/1+cos(180 45°) _ \/1 COS45° _
V2 [2-42
T2 2 :\/Z—JE:Jz—JE
2 2 4 2

e+of o
e V2

(c) tg67°30'=

242
sen67°30'_222_\/2+\/§ :\/2+\/§ _\/

c0s67°30  Jo_ 2 2-v2 V2-42

2

SooDEmeOEES S D
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