Unidad 1= RAZONES TRIGINOMETRICAS. RESOLUCIIN IE TRIANGULOS RECTANGULOS (1 f

RESUELVE TU (1 00)

Una cinta conecta dos discos de radios r = 5§ cm y R = 40 cm. Al dar el pequefio una vuelta completa, ¢ qué
angulo gira el grande.? Expresa la respuesta en grados y en radianes.

R =

Cualquier punto de la cinta recorre espacios iguales en tiempos iguales ( si suponemos
que la cinta es inextensible, rigida, ) pues al ser continua es como si fuese una cinta que se
mueve por un plano horizontal ( todos los puntos de la cinta llevan la misma velocidad ). Si nos
fijamos en dos puntos que estén sobre los discos, el que recorran espacios iguales supone que
describen arcos de circunferencia iguales en tiempos iguales, es decir :

S = arco recorrido, en cierto tiempo, por un punto de la cinta sobre el disco grande.
s = arco recorrido, en cierto tiempo, por un punto de la cinta sobre el disco pequefio.

Se ha de cumplir S = s. Como ademas Arco = angulo - radio, se cumplira, al sustituir en
la igualdad anterior :

S=s e 0g-R=a,-r
En donde:
Og = arco girado por la rueda grande ( nuestra incognita)
0, = arco girado por la rueda pequefia = 1 vuelta = 360° = 2rmtradianes.

Despejando de la férmula anterior :
Og =—0, =—360°=45°= M adianes = i-2Ttradianes = Mradianes
4 4 40 4

QSOOEHECEHE Y@

RESUELVE TU ([ 00)

Un aspersor funciona con un mecanismo que le produce un movimiento de giro, de ida y vuelta, de 45°. Si el

chorro de agua alcanza 12 m, halla el 4rea A de la superficie de césped regada.

S
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Se trata de hallar el area de un sector circular mediante su férmula (teniendo la
precaucion de expresar el angulo en radianes 45° = 1t/4) :

1 1

T '
sootor = Erz-a = 5122-— = 56'55m?

A

SooDEmeOEES S D

¢ Cudl seria la velocidad angular de las ruedas del ejercicio anterior ( r = 35 cm), si la velocidad fuese de 54

km/hr.?
N R s

£ v = velocidad lineal = 54 <M.1000m_thr _,  m

hr  1km 3600s s

#r=35cm=035m
# w = velocidad angular
La formula que relaciona las tres magnitudes es :

v = w-r, despejando :

_V_ 15m/s —42'86@
r 0'35 S
OO EECEE® ® @

RESUELVE TU ( (1 00)

¢ A qué distancia hay que colocarse para ver el extremo de la chimenea con un
angulo de 30°.? h = 3464 m
S B O HESSS

g30°= 1 g =N 3464

d tg30° 3,/
%

60m

SooNEOEEH® S P

Matematicas 1



Unidad 1= RAZONES TRIBONOMETRICAS. RESOLUCIIN DE TRIANGULOS RECTANGULDS [ 3

RESUELVE TU (1 ©0)

Un excursionista descubre un puente derruido. Desde sus restos ( punto A) camina 16 m paralelamente al

rio. Mira desde ahi ( punto C) al otro lado del puente ( punto B) y lo ve con un angulo de inclinacién de 40°. Halla
la longitud del puente .

s

tga0e=28 - L | —16tg40°= 160839 = 13'43m
AC 16

OO® RORR
Una montafia de 400 m de altura separa dos pueblos A y B. Desde A L‘-
se ve la cima C de la montafia con un 4dngulo de elevacién de 20°, y desde B
con 16°. ¢ Cudl es la distancia d entre los dos pueblos .? /N
A H|
S R e Eﬂ..-_.a_ oy

Es el clasico y tipico caso de doble observacion.

& En el triangulo ACH se cumple :

~ CH h
tgA = =— < tg20°=—
J AH 9 a

& En el triangulo rectangulo BCH se cumple :

~ CH h
tgB =— < tg16°=—
? BH o d-a

& Si despejamos a de la primera y lo sustituimos en la segunda, de esta podemos
despejar la incégnita d que deseamos conocer :

a=_N - 400 _og0m—d-a=" —d=a+ " =1099+ 299 _2494m
tg20°  0'36397 tg16° tg16 02867
COOHHOEESG G

PROBLEMAS PROPUESTOS ([l@®©)

O ;Cudles de estos 4ngulos en posicién normal son coterminales? ;En qué cuadrantes estan?

(2) 765° (b) 225° () 315° (d) 17 T/ 4 (e) 1 /4
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>SS HeHES><$
Expresamos todos los angulos en funcion de su numero de vueltas ( 360°):
(a) 765° = 2-360° + 45°
(b) 225°
(c) 315°
(d) 17 /14 = 765°
(e) 45°
Luego son coterminales ( se diferencia en k vueltas ) el (a) = (d) y el (e).
oo EE® ®
® Halla el angulo que forman las agujas de un reloj a las:
(a) Seis en punto. (b) Tresy media.
> i<

La circunferencia del reloj esta dividida en 12 partes iguales, entre cada dos divisiones
de horas habra 360°/12 = 30°.

(a) Como a las seis las agujas abarcan la mitad de la circinferencia sera 180° = 6-30°.

(b) A las tres y media abarcan la cuarta parte de la circunferencia menos la mitad de
una divisién es decir 90° - 30°/2 = 90° - 15° = 75°.

So0EIEOEE S @

© Encuentra el gazapo en este calculo: Si una rueda de radio r = 20 cm da 3 vueltas completas sobre el
suelo, entonces recorre:

r -0 =20 (3 +360) cm = 21.600 cm = 216 m.
> d <<
La formula es : Arco = radio x angulo ( pero expresado en radianes) =r-a =20 - ( 3 - 2m)

=377 cm =377 m.
El error esta en expresar el angulo en grados en vez de radianes.

N NS
O Un sector de circulo de 4ngulo 40° tiene un 4rea de 240 cm?. ;Cuél es su radio?

B
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A:1r2-0(:>r:\/2 \/ 2240 =26'22cm
2 4011/180

So0EEOEES @

© Una milla niutica es la longitud del arco de un meridiano correspondiente a un angulo de 1" sobre la
superficie de la Tierra. ¢A cudntos kilémetros equivale una milla nautica? (radio de la Tierra = 6.370 km).

R e
s =R a=6370 km - ( 1/60) = 10617 km
A El el E RRRS
® La Tierra gira sobre si misma una vuelta cada dia. Calcula la velocidad angular y la velocidad lineal que

ésta imprime a una persona que estd sentada en un banco del parque de Quito, que estd situado en el ecuador
terrestre.

Soo BB EBESSS
Velocidad angular = w= e?ngulo = 1vu'elta _ 2mwadianes _ ;.7 - fad
tiempo dia 24-60-60s S

Velocidad lineal = v = wR; = 72710 9.637010°m = 463' 1—
S

So0EEOEES @

Una moto de 500 cc va a 300 km/h. El radio de sus ruedas es de 28 cm. ;Cuantas vueltas da cada rueda en
un minuto? ¢(Cudl es el tiempo que tarda una rueda en girar un angulo de 1°?

< <
v = 300 km/hr = 83'3 m/s.
r=28cm=028 m.
83'3Mm -
w=Y = —/ = 29762739 _ 6 = ot = 297'62 739605 = 17857"14rad = /02714184 _ oo Leltas
r - 028m s s on rad
TT
vuelta
SOOHEOEEG &

O Sabiendo que un angulo agudo satisface tg O = 4, calcula sen O y cos Q.

R iRt kg
_sena
Tenemos dos ecuaciones con dos incognitas : 90 = cosa
sen’a +cos®a =1

=4

Matematicas 1



Unidad 1= RAZONES TRIGINOMETRICAS. RESOLUCIIN IE TRIANGULOS RECTANEULOS

De la primera despejamos sena = 4cosa Y lo sustituimos en la segunda:

Y el seno, lo obtenemos al sustituir en la expresion despejada de la primera :
4
sena =4cosa = iﬁ‘/w

N N
© :Son ciertas estas identidades trigonométricas?

(a) cosec 0 =1 - sec O
(b) I + cotg? A = cosec? Ol.
(c)cosO =sen O /tg O .

s

(a) Partimos del segundo miembro:

1 cosa —1 .
= # coseco = No es cierta

cosa cosa sena

1-seca =1-
(b) Partimos del primer miembro :

2 2 + 2
1+cotg?a =1+ o0 L pymampg,  SEMATE08 & 1 poepdmeniel
sen-a sen-a sen-a

(c) Partimos del 2° miembro :

sena sena sena _ sena-cosa .
= =sena : = =cosa = Si es cierta
tga seno/ cosa sena
cosa
COCEEOEE® P

@ Calcula el angulo central y el interior de un pentigono regular.

> E GRS
Angulo central = 360° _ ? = 72° Angulo interior = 180°(n-2) _ 180°(5-2)
n n
SooNmeOEE® S P
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=108°

0 8

(4cosa)+cos?a =1« 16cos?a+cos?a =1« 17cos?a =1 = cosa :i,/% :ig

=cosec’a = Si.
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Q0O Desde un punto a ras de suelo, los dngulos de elevacion que presentan la base y la punta de un méstil de

6 m de altura, colocado sobre un acantilado, son 38° y 46°. Estima la altura del acantilado.

Bt

Es el tipico caso de doble observacion.
Sea : x = altura del acantilado y d la distancia entre el punto de observacion y la base del
acantilado. Si aplicamos la tangente, de los angulos conocidos, en los dos triangulos

rectangulos formados :
h _h
tg38°=— d= 5
h+6 Despejando d de ambas e igualando: tr?i% = h 5= h +6°
tg46° - d= tg38 tg46
d tg46°
Ecuacién que resolvemos :
[o] .N'
6tg38 __ 607813 —18'44m
tg46°-tg38° 10355 -0'7813

htg46° = tg38°h + 6:g38° « h(tgd6°—tg38°) = 6tg38°= h =
SO® SO®

O @ Calcula la altura de la antena que esta sobre el tejado de la casa.

= ~
o
S |=
.-f-f".:;---f I == _f_Al[
- 50 m -
S>> EHSHFESS

Sea:
h = altura de la antena

a = altura de la casa ( hasta el tejado)
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Vuelve a ser un problema de doble observacion :

a
tg15°= —
o a+h Despejamos adela1? y lo sustituimos enla 22 = a = 50tg15°=13'4m
tg(15°+6°) = ——
50
tg21°= 134 +h = 13'4+h =50tg21° = h =50t1g21°-13'4 =1919 -13'4 =5'79m

SOOEEOEE® @

006 Halla el perimetro de un decigono (poligono de diez lados) regular inscrito en un circulo de radio I m.

B EO B BSS
El angulo central del decagono es :
o = 300" _ 360
10

Si nos fijamos en uno de los diez triangulos iguales que se forman al unir el centro del
poligono ( y la circunferencia circunscrita) con los vértices ( mediante radios) y los lado del

poligono tendremos un figura :
En el triangulo rectangulo ABC se cumple :

r

sen18°= X = X =r-sen18°=10'3090 = 0'3090 m
r

luego el lado | =2x =2 -0'3090 = 0’62 m = 62 cm

SOOEEOEE® @

OO En las etapas contrarreloj Miguel Induriin movia un desarrollo 55:12, de modo que cada vuelta de
pedales las ruedas, de 35 cm de radio, giraban 55/12 vueltas. ;Cuintos metros avanzaba cada vuelta completa de

pedales?
<< <<

cm

1vuelta pedales =§vueltas ruedas-35 =160 cm =16m
12 vuelta

So0EIEOEES @

Avutoevaluacion ([1 ©0)

(1) Siguiendo el ejemplo del primer apartado, completa el resto de igualdades:

(2) 60,51 grados = 60° 30" 36" =1,0561 radianes

b) 35,20 grados = 35°12 = 220 (6144 radiancs
g
o) 3538 grados = 35° 22' 45" = S2OT _ 11755 1 dianes
& 180
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0’3180 =17"19 grados = 17° 11" 19” = 0,3 radianes
Tt

(d)

So0EEOEES @

(a) ¢Son complementarios los dos angulos agudos de un tridangulo rectangulo?
(b) ¢Hay algtin tridngulo que tenga dos de sus angulos suplementarios?

Bt b

(a) Dos angulos a y 3 son complementarios si suman 90°, a+3 = 90°. Como un triangulo
rectangulo tiene un angulo recto ( A = 90°) y entre los tres angulos de todo triangulo han de
sumar 180° ( A + B + C = 180°), los otros dos deben sumar 90° ( B + C = 180°- A =180° - 90° =
90°) es decir son complementarios.

(b) No, es imposible, pues entre los tres han de sumar 180° luego dos de ellos no
pueden sumar 180°, el 3° deberia ser cero y no habria triangulo.

RO RO
© Halla el angulo (en grados y radianes) que forman las agujas de un reloj a las:

a) Cuatro en punto.
(a) p
(b) Dos menos cuarto.

Bt
120 _ 21
180 3

rad

(a) Las manecillas abarcan 4 divisiones = 4 -30° = 120° =

(b) El minutero esta en la 9, formando un angulo de 90° con las 12 y el horario esta entre
la 1y las 2 habiendo recorrido % partes, es decir % -30° = 22’5°, luego el angulo formado es de

90°+30°+22'5° = 142'5° = 142'5m - 19T[rad
180 24
COCEEOEE® @

O En una fotocopia reducida al 50 %, ¢se ven los angulos méis pequefios que en el original? ¢Por qué?

Bt

No, los angulos son iguales, son los lados los que son proporcionales ( la mitad )

Qriging
A0%

So0EEOEES @
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© Da un ejemplo de 4ngulos coterminales. ;Lo son 90° y 270°?
SRS HHES>O

Angulos coterminales son los que terminan en el mismo sitio, es decir se diferencian en
1, 2, 3, ...n vueltas, por ejemplo : 20°, 20° + 1 vuelta = 20° + 1-360° = 380°, 20° + 2 vueltas =

20° + 2-:360° = 20° + 720° = 740°, etc.

No son coterminales el de 90° y el 270° pues no se diferencian en n vueltas, son
opuestos.

ORI RO
® Sabiendo que un angulo agudo tiene cos O = 0,8, encuentra las restantes razones trigonométricas de 0.
O EHES<

Mediante la ecuacion fundamental de la trigonometria hallamos el seno y, en funcién de
estas dos el resto de razones :

sen®a +cos?a =1= sen?a +0'8% =1 -~ sen’a =1-0'64 — sena = ++/0'36 = +0'6

sena  +0'6 3 1 1 5 1 5
tgo=——=——=x—;seca =——=—=—=125;cosecd =———=———=+—
cosa 0'8 cosa 08 4 sena +0'6 3

1 cosa 4

cotga = ——=——=+—

tga sena 3

VO EECEE® V@

@ :Es posible que el seno de un 4ngulo valga 3? ;Y el coseno? ¢ la tangente? ¢Y la secante?
SRR R e o
-1< sena < 1,-1<cosa <1, -o<tga <o, -1>seca =1
Como el seno y el coseno han de estar comprendidos en [-1, 1] no pueden valer 3, pero
la tangente y la secante si .

So0EEOEES @

© :Cuil es la velocidad de un vehiculo cuyas ruedas tienen 80 cm de didmetro y giran a 600 revoluciones

por minuto?

S>> -
D=80cm,r=80/2=40cm =04 m.

vueltas _ 600 vueltas 2mrad 1min _ 0 rad
min min 1vuelta 60s S

w=600

Matematicas 1
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v =ro=04m20m 23 = g™ = geM._Tkm_3600s _ g g km
S S s 1000m 1hr hr
QOEEOEHE® ®®

© Seal la longitud de un arco de circunferencia (de radio r) que abarca 30° de angulo, medido desde el
centro del circulo. ¢Es cierto que L = 30 r?

R

No, el angulo debe estar en radianes : 30° = 1/6 rad , luego L = (1U/6)r

oOoEHEOEE® ® @

® En un tridngulo rectingulo un 4ngulo mide 20° y su lado opuesto 6 m. Halla la longitud de Ia

hipotenusa.

<< R

Por definicion :

sena = cat.eto Opuesto = sen20°=_L = hipotenusa = 6 = 6 =17'543m
hipotenusa hipotenusa sen20° 0'3420

oOoEHEOEE® ©® @

00 I tuselaje de un avion de 30 m de longitud presenta un dngulo de 1° 0' 36" a la mirada de una
persona situada en tierra justo debajo de él. ;A qué altura vuela el aparato?

BB

El triangulo es rectangulo ( angulo recto
marcado en rojo) :

tg°036"= 0 mh= o030
h " 1giP036" 001763

= 1702 m de altura.

SooNmOEE® S P

00 Calcula el angulo central y el interior de un poligono regular de doce lados.

s
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[0} [0} o] - o, —_
360° _ 3?2 =30° Angulo interior = 180°(n-2) _180%(12-2)
n n

=150°

Angulo central =

SOOEHEOEHE® @

06 El angulo horizontal que presenta una porteria para un futbolista que se dispone a sacar una falta desde
la frontal del poste derecho es de 21,8 grados. Aprovechando un despiste del rbitro adelanta 2 m el balén, con lo
que el angulo desde la nueva posicion es de 24°. ;A qué distancia del poste se cometi6 la falta?

> HEe BSOS
Sea:

x = longitud d ella porteria.
d = distancia del punto de falta al poste.

oo X
t921 8°= E N { X = dt921l80

t924° — J X X= (d - 2)t924°

} O 999, dtg218°=(d - 2)-tg24°

[o] .N'
(Hg249-tg218° = 21g24° - d(tg24°—tg218°) = 2tg24° . d = 2924° _ 2014452 _
tg24°—tg218° ~ 0'4452 -0'4

SooEEOEES @

00 Supuesta la Tierra una esfera de radio R = 6.370 km, ;cuinto hay que caminar para dar una vuelta

completa al paralelo de latitud B = 89° 55"

Bt b

El radio del paralelo de latitud 8 = 89° 55’ es r = 6 370 - cos89° 55’ = 9’26 km, la longitud
de la circunferencia de este paralelo es L = 21tr = 211- 9°26 = 58’2 km.

SOOEEOEE S ® @

006 Hijes (Soria) y Roelos (Zamora) son dos pueblos situados ambos a una latitud de 41° 15'. El primero

se encuentra a 3° de longitud y el segundo a 6° 10". Estima la distancia entre ambos, medida sobre el paralelo que los

une.

Bt b

El radio del paralelo de latitud 8 = 41° 15’ ( en donde se encuentran los dos pueblos) es r
=6 370 - cos 41° 15’ =4 789’2 km.
El arco abarcado en este paralelo por un angulo de 6° 10— 3°=3°10"es :

(o] LS
S10mwad _ 2647km

s=ra =4789'2km
COCHEOEE® ®®
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O O (Es suficiente conocer los tres dngulos de un tridngulo para hallar las longitudes de sus lados?

Bt b

No, hay infinitos triangulos con los tres angulos iguales y los lados proporcionales, los
que son semejantes a uno dado, ver ejercicio n° @

AN B[] | IR
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