mRia EE

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

@ Sabiendo quesena=-12/13y tgb=24/7,y que 270° < a < 360° y 180° < b < 270°, calcula:
a) sen (a+ b) b) cos (a + b) ¢) tg (a+b).

OOORIERRDOOD

Hallamos el resto de razones trigonométricas de los angulos que se nos dan:

Partiendo de sen a =-12/13, a en el cuarto cuadrante:

[ / 12 f 144 /
cosa =1-sen?a = [1- = | — ==
13 169 169

taa = sena —12/13 _
cosa 5/13 5

Partiendo de la tg b = 24/7 y b en el tercer cuadrante:

24 576 625 25 1 1 7
1+tg’b=sec’b - sechb=—1+tg’b = - 1+ \/1 —_—\/— 2 seoshb=— = 1 __
g g 7 secb -25/7 25

Como tg b = senb/cosb = senb = cosb-tgb = -——=-"— .

Ahora podemos hallar los valores de las razones de angulos de adiccion que se nos piden.

a) sen(a + b) = sena-cosb + senb-cosa = ——(——) (—ﬁ)i _ 84 120 __ 36 .
25’13 325 325 325

b) cos(a + b) = cosa-cosb — sena-senb = ST (12)f_24)__35 288 __323 .
13 25 13 25 325 325 325

sen(a+b) _ -36/325 _ 36
cos(a+b) -323/325 323
12 24 -
¢€) tg(a +b) = tga +tgb —€+7 36/35 36 usando las dos posibilidades.
" 1-tgatgb (1224 ©323/35 323
5 7
LOTOTOE o o o SO Tee

@ Partiendo de las razones trigonométricas de 30°, 45° y 60°, calcula:
a) sen 90° b) cos 90° €) sen 120° d) cos 120° e) tg 120°f) sen 105° g) cos 105° h) tg 105°

OOORREEFRDOD




sen(30°+60°) = sen30°-cos 60°+cos 30°sen60°= ——+ ——=—+—=— =1
a) sen90° = 22 2 2 4 4 4

2 42

sen(2:45°) = 2sen45°-cos45°= 2—— = 2-% = % =1

cos(30°+60°) = cos 30°-cos60°-sen30°-sen60°= ——-——=—-—=0

b) cos90° = , ,
C0S(2:45°) = cos? 45°-sen?45°= (%] - [gj =0
¢) sen120° = sen(2:60°) = 2sen60°-cos69° = 2%% - %
2
d) cos120° = cos(2-60°) = cos’60° - sen’60° = (1] _[ﬁJ -1.3_.2_1
2 2 ) 4 4 4 2
120° _+/3/2
e) tg1200 = €M< -3
' cos120° -1/2 3
f) sen105° = sen(60° + 45°) = sen60°-cos45°+cos60°-sen45° = _3£ lﬁ _N6 +£ = V6 +42
2 2 22 4 4 4
9) cos105° = cos(60° + 45°) = cos60°-cos45° - sen60°-cos45° = %%_;72 :TZ_TS _ ﬁ_@

) tg10se < SeM08° _ (B +\2)/4_ BV _ (o422 _[6f +246

J2+(f2f _
cos105° ~ (V2-V6)/4 V2-V6 (2-V6)v2+v6) [P -(BF -4

8+22J3 _ 2+y3

4 2

OOORRIERRDOD

@ Sabiendo que el seno de un angulo es sen a = 3/5 y T/2 < a < 11, halla las razones
trigonométricas de a - 30°.

SOTkSRRDDD

Calculamos primero la razones trigonométricas del angulo a que faltan:

sena _ 3/5 _
tga——-—_—
cosa -4/5 4
sen(a — 30°) = sena-cos30° - cosa-sen30° = E-ﬁ— _4 1:3*/§+i:4+3*/§
5 2 52 10 10 10

cos(a — 30°) = cosa-cos30° + sena-sen30° = [_%jTS +%-
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sen(a—30°) _ (4+33)/10 _4+3y3 _ (4+3y3)(3+443) _12+16y3 +93 +36 _ 48+25/3

cos(@a-30) (3-443)/10 3-443 (3-443)(3+4y3) 9-48 -39
-30°)= 3 \/5
tg(a -30°) _tga-1g30° _ T4 3 _-(9+4y3)/12 _-(9+443) __ (9+4V3)(12+3y3) _ _144+75J3 _48+25/3
1+1tgatg30° 1+[_3}£ (12-343)/12  12-3y3  (12-343)-(12-3Y3) 117 -39
4)3
QOO OOD

@ Justifica las siguientes igualdades:

a) sen (180° + a) = -sen a ¢) sen (270° + a) = -cos a e) cos (90° + a) = -sen a
b) tg (T/ 2 + a) = -cotg a d) tg (Tt+ 2a) = tg 2a f) tg (270° + a) = -cotg a
OOORIERRDOOD

a) sen(180° + a) = sen180°-cosa + cos180°sena = 0-cosa + (-1)-sena = -sena.

th+tga
2 14198
- th+tga th th 1+t973 1 K
b) tg[_+aj= 2 = 2 = 2 - ® = =-cotga, yaque —=0.
s T 1 —-tg o
1-tg—tga 1-tg—tga ———tga —tga
277 T2 . m
th 92
2

€) sen(270° + a) = sen270°-cosa + cos270%sena = (-1)-cosa + 0-sena = -cosa.

tgri+tg2a _ 0 +tg2a =tg2a
1-tgretg2a  1-0tg2a 1

d) tg(m+2a)= =tg2a.

e) cos(90° + a) = cos90°-cosa — sen90°-sena = 0-cosa — 1-sena = - sena.

tg270°+tga 14+ tga ] tga
Ao + ==
tg270°+tga tg270° tg270° — 1
f) tg(270°+a) = = = = = =-cotga.
) ta ) 1-1g270°tga 1-1g270°tga 1 _tga 1 _tga -tga 9
tg270° tg270° -
SOk DO0

@ Calcula el valor de la siguiente expresion: sena sen (b - c) - senb-sen (a-c) +senc -sen (a-b)

SOTRkSRRDDD

senasen (b-c)-senb-sen(a-c)+senc.sen (a-b) =sena-(senb-cosc —cosb-senc) — senb(sena-cosc
— cosasenc) + senc(sena-cosb —cosa-senb) = sena-senb-cosc " — sena-cosb-senc® — sena-senb-cosc!”
+ senb-cosasenc ® + senc-sena-cosb ® — senc-cosa'senb @ = 0 ya que las expresiones con
subindices iguales son opuestas.

COTRRSRRDDD
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@ Demuestra que cos (a + b) cos (a - b) = cos?a - sen? b = cos? b - sen? a.

SOTRKSRRDDD

cos (a + b) cos (a - b) = (cosa-cosb —sena-senb)( cosa-cosb + sena-senb) = (cosa-cosb)? — (sena-senb)?

2 2 2 2 Q) 2 2 2 2 2 2 2 2
= cos“ a-cos‘b — sen“arsen“ b =cos“a(1 —sen“b) — (1 —cos“a)-sen“b = cos“a —eos“a-senb — sen“b +
cos’a-sen’b = cos’a - sen’b.

(1) en donde hemos sustituido cos’b = 1 - sen’b y sen’a = 1 — cos’a para llegar a la primera igualdad.

Si la sustitucion la hacemos cos?a = 1 — sena y sen’b = 1 — cos?b, tenemos:

cos (a + b) cos (a - b) = (cosa-cosb —sena-senb)( cosa-cosb + sena-senb) = (cosa-cosb)? — (sena-senb)?
= cos? a-cos’b — sena-sen’ b = (1 — sen?a)cos®b - sen’a(1 — cos®b) = cos’b — sen®a: cos’b — sen’a +
sen’a: cos’b = cos’b — sen’a

OOORIERRDOOD

® Demuestra que sen (a + b) sen (a - b) = sen?a - sen? b = cos?b - cos?a.

SOTRRSRRDDD

sen (a + b) sen (a - b) = (senacosb + cosa-senb)( sena-cosb + cosa-senb) = (sena-cosb)® —
(cosa-senb)? = sen®a-cos®b — cos®a-sen’b, a partir de aqui, como en el ejercicio anterior, tenemos dos
caminos:

(1) sen?a-cos®b — cos?a-sen’d = sena:(1 - sen’b) —(1- sen?a)-sen’b = sen®a - sen’a'sen’b — sen’b +
sena-sen’b = sen®a — sen’b, que demuestra la primera igualdad.

(2) sena-cos’b — cos’asen’b = (1 - cos?a)-cos’b — cos?a+(1 - cos?b) = cos’b - cos®a-cos’b - cos’a +
cos?a-cos’b = cos®b - cos?a que demuestra la segunda igualdad.

OOORREEFRDOD

@ Halla las expresiones que se piden usando los teoremas de adicion:

a) cos 3a en funcidén de cos a b) sen 4a en funcién de sen a

SOTkSRRDDD

a) cos3a = cos(2a + a) = cos2a-cosa — sen2a-sena = (cos’a — sen?a)-cosa — (2sena-cosa)-sena = cos’a
— sen®a-cosa — 2sen’a-cosa = cos’a — 3sen?a-cosa = cos’a — 3(1- co’a)-cosa = 4cos’a — 3cosa.

b) sen(4a) = sen(2-2a) = 2 sen2a-cos2a = 2(2sena-cosa)(cos’a — sen?a) = 4sena-cos’a — 4sen’a-cosa =
4sena-cosa(cos?a — sen?a) = 4sena-cosa ( 1- sen’a — sen®a) = 4sena-cosa( 1 — 2sen?a) =

=4senavy1- senza(1 - 23en2a) .
QOO RDOD
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@ Sabiendo que tg a = v24, y que a es un angulo cuyo seno y coseno son negativos, calcula las
razones trigonométricas del angulo 2a.

OOORRIEFRDOD

Hallamos primero las razones trigonométricas de las razones que faltan:

[ 2
1+tg?a=sec’a - seca:—\/1+tgza =—\1++424 =-5=cosa= L

1
seca 5

Como tg a = sena/cosa = sena = cosa-tga = A «/24 = ——“

Ahora las razones trigonométricas del angulo doble:

-

sen2a = 2sena-cosa = 2-[—— -

5 5 25
2 2
cos2a =cos?a-sena = —l - __“24 :i_2_4:_§
5 5 25 25 5
sen2a _ 2424125 _ 2424
cos2a —-23/25 23

tg2a =

2tga 2424 2424 224

T 1-tg%a _1_(@)2 T 1-24 23

QORISR DOO

D® Sabiendo que tg2a = 43, hallatga

SOk RDOD
tg2a=+/3 = 2tga ~ \3(1-tg%a) =2tga ~ —/3tg2a —2tga ++/3 =0 ecuacién de segundo grado en tga que
—tg a
resolvemos:
.6 __2__ 28
_2+\4-4(-3W3 _2+4 | 3/3 3 3
tga = = =
25 2B |1
NERE
QOO RDOD
DO Simplifica las expresiones:
LOeTes o 2o o SeTeer
sen2a _  2senacosa _  2senacosa _ 2senacosa _ sena _

= = = = =tga.
1+cos2a 1+cos?a-sen?a cos?a+cos?a 2cos?a cosa

Matembatican 1-Editer
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b) sen2a 1+cos2a _ cosasen2a cosa-2sena-cosa _ 2cos®a _ 2cos®a -1
sena  cosa  sena(1+cos2a) sena(1+cos’a-sen?a) 1+cos’a-sena 2cos’a

D® Demuestra que tg x = cotg x - 2 cotg 2x.

OOORIERRDOD

Partimos del segundo miembro con intencién de obtener el primero:

—tg2 _ 2 2
cotgx — 2 cotg 2x = Stz ot 2 1 Attex _T-ivigtx 97X =tgx, Q.E.D.
tgx tg2x tgx  2tgx tgx tgx tgx tgx
1- tgzx
OOTkEkDO0
D@ Comprueba que: 198 _os2a
tg2a - tga
SOk RDOD
tga 1- sen’a cos’a-sena
tga - tga - 1 - 1 - 1 - 1 - 1- tgza - 0082 a_ 0082 a -
tg2a-tga tg2a-tga tg2a 1 2tga 2 1 1+tg°a 1+tg?a  sec?a 1
tga tga 1-tg%a 1 1-tg%a 1-tg2a cos?a
tga

= cos’a — sen? a = cos2a, Q.E.D.
LOTeTeE & 522 = See ey

O® Calcula las razones trigonométricas de 22° 30' y las de 75°. En ambos casos, utiliza las
expresiones del &ngulo mitad.

QOORkiEkDOD
V2 [2-42
sen22°30':sen4§o :1/1_0025450 = 22 = g = 2_4ﬁ =% 2-42
V2 [2+42

[0} o 1+7
00322°30':cos45 :1/1+COS45 = 2 - 2 - 2+42 -1 2+42
2 2 2 2 4 2

45°  [1-cos45° 2-2 (2-+2)2 \/6—4«/5
1g22°30'= tg > = | = = = = =3-22
J 972 "V1+cosa5° \/2+J§ \/ 2 V2

(2++42)2-42)




1+\/§ 2+\/§

o _ o o A A

sen750= sen 199 :\/1 cos 150 :\/1+cos30 2 _ 2 _ /2+J§ _1fedha
2 2 2 2 4 2

2
V3 [2-43
o o _ o A I — _
COS75°=CC)81520 =\/1+cozs150 =\/1 002330 22 _ g _ |2 4J§ =% hoh5

150°_\/1—cos150° _\/‘I+00330° _\/2+\/§ _J (2++3) _\/7““4\/g =J7+43

tg75°= tg 120 = = - _ _
T TV cos150° V1-c0s30° {2-43 | (2++3)2-+3) 1

OOORREEFRDOD

D@ Sabiendo que cotg a = -2 y a es el mayor angulo negativo que verifica esta igualdad,

calcula las razones trigonométricas del &ngulo mitad.

COTRRSRRDDD

Estamos en el segundo cuadrante ya que dice que es angulo negativo mayor que verifica que la
cotangente es negativa. Necesitamos el cosa:

1+ cotg’a = cosec’a = coseca =/1+cotg%a = 1+(-2)% =5 = sena :g
cotga =222 _ cosa = senacostga = ﬁ(—z) __2V5
sena 5 5

Calculamos las razones, directas, del angulo mitad

2\/5 5+2J§
a f1—cosa 1+ 5+2\/§
Sen—: = 5 = 5 =
2 2 2 2 10

25 [5-25
cosE: 1+cosa _ 5 _ 5 _ 5—2\/5
2 2 2 2 10

5+245

_ 2 -

gl = j1zcosa_ | 10  _ 5+2y5 _ (5+245) :\/45 a5 _1 45-445

2 Vi+cosa |5-25 V|5-2v5 \(5-2V5)5+2V5) 4 2

10
LOeTs o o o SeTe e
D® Expresa, en funcion de una razon trigonométrica del dngulo mitad:
2sen? 2 2sen? 2 2sen? 2 sen?

1-cosa _ 1-cosa _ 2 _ 2 _ 2 _ 2 _..a

) = = 5 th .

sena 1_cos2a (1-cosa)(1+cosa) \/23en22-200322 25en%-cosE cos

b)
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sen2a cosa _ 2senacosa cosa _ sena _x/1—cosza _J(1+Cosa)(1—cosa) _ |(1+cosa)(1-cosa) _
1+cos2a 1+cosa 2cos?2a 1+cosa 1+cosa 1+cosa 1+cosa (1+cosa)2

1-cosa —t a
1+cosa 2

SOTRkSRRDDD

D® Sabiendo que cos x/2 =-2/3y que x es un angulo del tercer cuadrante, halla sen x, cos x.

OOORRIEFRDOD

2
X _ 2 _ [1+cosx 22_ 1+ cosx 4 1+cosx 1
cos——————wf—a -—=| = —1[— e —= = COSX = ——
2 3 2 3 2 9 2 9
2
senx = —y1-cos? x = —1/1—(—%j = —1/% :——4f

OOORREEFRDOD

D@ Simplifica las expresiones siguientes:

osen 0°+20° cos 40°-20°
sen40°+sen20° _ 2 _ sen30°cos10° _ sen30° —t 30°:£

2 cos40°+c0s20° 40° +20° 40°-20°)  c0s30°cos10°  cos30° 3
zeo 20 Jos 427
195°+75° 195°-75°
) sen195°-sen75° _ _ [ j [ 2 j: c0s135°-sen60° _ tg60° _£_ -3
sen195°+sen75° (195°+75°J (195°—75°j sen135°cos60° tg135° -1
2

_2 (60°+40°)-sen[ 60°—40°j

cos 60°-cos40° _ __sen50°sen10° _ _sens50° _ _tg50°

sen60°-sen40° (60°+40°j (60°—40°j cos50°sen10°  cos50° '
2cos| sen

OOORRIEFRDOD

cos(x—y)—cos(x +y)

O®® Demuestra que son(xTy) Tsen(x—y) - tgy
SOk OO
_ogen XV (x+yY)  (X—y)—(X+y)
cos(x —y)—cos(x +y) _ 2 2 __senxsen(-y) __—seny _seny _ tav Q.E
sen(x+y)+sen(x=y) o (X=Y)*+(x+y) (X-y)=(X+y) senx-cos(-y) cosy cosy yRE
2
D.
SOk ERDOD

Matembatican 1-Editer
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@@ Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas:

Mok =ox=| -1 +2T[k——+2nk:>x——+nk
3 E 12 24

a) sen[T—T+2xj:—3«=> (E+2xj ) ) 5 5 .
4 2 \4 2T ok = 2x = [" ") 2T|k—1—T[+2nk x_2—"+nk

4
3

ya que el angulo cuyo seno es 7mide 60° = 1Y/3 rad en el primer cuadrante y 120° = 2173 rad en el

segundo.
I %’Hznk 3x = (23" ZJ 2T[k——1112n+2nk -—121:+T|k
b LA PR B PV LA P
)008(3)( 4] 2 (3)( 4] am 4n m 197 197
AT omk = 3x = v 2k = M o o = 0Ty
3 3% 12 24

ya que el angulo cuyo coseno es -1/2 mide 120° = 2173 rad en el 2° cuadrante y 240° = 2173 rad en el
tercero.

21, i = 2x (2“ T[j+nk——+nk:x—1[+nk
c) tg(2x+gj:— 3 - (2x+;_-[j 53 53 3 2 62 2

O k= 2x = 2T = 2k = x = 20+

3 3 3 3 3 2

ya que el angulo cuya tangente es -+/3 mide 120° = 2173 rad en el 2° cuadrante y 300° = 5173 rad en el
4°,

T ok = dx= o T s omk = =24 27 = x = = 2 47k = 24 4k
1 _3 (1 |s 2" 6 2 3 3 3
d) cos E(XHT) = E(x+n) =11 (1 o e )
M o = ~x= | 2T o = O™y ok = x = 21 4 4k = 274 4k
6 2% 2 3 3 3
V3

ya que el angulo cuyo coseno es > mide 30° = 176 rad en el primer cuadrante y 330° = 11176 rad en el
4°,

30°+k-360°= x =10°+k-120°

e) sen 3x —sen30° =0 = sen 3x =sen30° = sen 3x =% = 3x = .
150°+k-360° = x = 50°+k-120°

) cot X+45°) Nl X+45°)  |30°+k180°= x +45°=60°+k-360° - x =15°+k-360°
g 2 210°+k180°=> x +45°= 420°+k-360° = x = 375°+k-360°"

ya que el angulo cuya cotangente es +/3 mide 30° en el primer cuadrante y 210° en el 3°. Como la
primera solucién incluye la segunda, tomamos la primera.

OOORRIERRDOD

@D Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas:

a) sen 2x = 2 cos X d) cos 2x - cos 6x = sen 5x + sen 3x
b) sen x + sen 3x = cos x e) sen 2x - cos X = 6 sena X
¢) sen 4x = sen 2x f) 2senx =tgx

QOB RDOD

Matembatican 1-Editer
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= 0= x =90°+k180°
a) sen2x = 2cosx < 2senx-cosx — 2cosx = 0 « 2cosx(senx — 1) = 0 = 08X T2 X 1
senx-1=0 = senx =1

solucion de la segunda x = 90° + k-360° ya esta incluida en la primera.

X +23X-cos X _23)( = COSX = 2sen2x-cos(—X)=COSX = 2sen2x:cosx—cosx =0;
cosx =0 = x =90°+k180°
(o} . (o} — [o} . o
cosx(2sen2x—-1)=0 = 2sen2x —1=0 - sen2x :1: oy = 30°+k-360°= x =15°+k-180
150°+k-360°= x = 75°+k-180°

€) sendx = sen2x = 2sen2x-cos2x = sen2x < 2sen2x-cos2x - sen2x = 0 < sen2x(2cos2x -1) = 0, e
igualando cada factor a cero:

b) senx + sen3x = cosx - 2sen

sen2x =0 = 2x = 0°+k180° = x =0°+k-90°
60°+k-360° {30°+k-1 80°

1200+k-360° | 60°+k180°

2X +6Xx 2X —6X _ 5x +3x 5x —3x
-sen =2sen -COS

2 2 2

2cos2x-1=0 = 0032x=%:>2x={

1

(
d) cos2x — cosbx = sen5x + sen3x « —2sen = - sendx-sen(-

(2)
2Xx) = sendx-cosx = sendx-sen2x — sendx-cosx = 0 = sendx(sen2x — cosx) = 0, ahora igualamos cada
factor a cero:
sendx =0 = 4x =0°+k180° = x =0°+k-90°
cosx =0 = x =90°+k180°
30°+k-360°
150°+k-360°

sen2x —cosx =0 < 2senxcosx-cosx =0 < cosx(2senx -1)=0= 5. v _1-0 . senx=1:>x={
2

(1) Aplicamos las férmulas de adicién para convertir sumas (o diferencias) en productos.
(2) sen(-2x) = -sen2x y pasamos al primer miembro todo.

e) sen2x -cosx = Bsen®x < 2senx-cosx — Bsen’x = 0 - 2senx(cosx — 3sen®x) = 0, ahora ya podemos
igualar cada factor a cero:

2senx =0 = x = 0° + k-180°.

-1+ 0847127
cosx—3sen’x =0 - cosx—3(1—cos2 x)=0 = 30032x+cosx—3=0:cosx=m= ,

6 -118046
segunda solucién no es valida ya que el coseno no puede ser menor que -1 y para que COSX =

0,847127; x = 32° 5’ 58” +k-360° 6 x = 327° 54’ 2” + k-360°.

Senx senx =0 = x =0°+180°k
f) 2senx = tgx 2senx —tgx =0 - 2senx — =0 = senx(2— j=0:> o_ -0 _1

cos X cos X cosx =~ ° COSX—5:>
la segunda ecuacion tiene por soluciones x = 60° + k-360° 6 x = 300° + k-360°.

OO RDDD

D@ Resuelve las siguientes ecuaciones trigonomeétricas:

a) senx =1+ 2 cos? x d) 6 cos?x + 6 sen?x =5 + sen x
b) sec x +tgx =0 e)tg2xtgx=1
€) 6 cos2 (x/2) +cosx =1 f) cos2x = 3 sen2x

SOk RDOD

Matembticans 1 EBditex
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a) senx = 1 + 2c0s’x = senx = 1 + 2(1 — sen®x) = senx = 1 + 2 — 2sen®x < 2sen’x + senx — 3 = 0,
ecuacion de segundo grado en senx que resolvemos:

senx = 4 = 2 _3, la segunda no es valida ya que el seno no puede ser menor que -1y
2

de la primera obtenemos x = 90° + k-360°.

~1x1+24 —115__{1

1 .
1 +senx=0@ 1 (1+senx) =0 = COSX—O:>NovaI|da

cosx  cosX cosx T+senx =0 < senx =-1 « x =270°+k-360°

b) secx +tgx=0 -

1+ cosx

c) 6coszg+cosx=1 = 6( j+cosx=1 = 3+3cosx+cosx=1< 4cosx=-2 = cosx=—%

cuyas soluciones son x = 120° + k-360° 6 x = 240° + k-360°.

d) 6cos’x + Bsen? x = 5 + senx < 6(1 — sen’x) + 6sen® x = 5 + senx - 6 — Bsen’x + Bsen? x = 5 + senx
= senx =1 = x =90° + k-360°.

e) tg2xtgx = 1 = 2tg>; tgx =1 « 2tg°x =1-1g%x = 3tg®x =1 « tgx -+ de tener en cuenta los dos
1-tg“x \/5
tgx = —g = x =150°+k-180°

signos tenemos:

tgx = +§ = x =30°+k-180°
2
f) cos’x = 3sen’x - sen’x _1 tgx = 1. tgx = tﬁcuyas soluciones ya hemos hallado en el
cos’x 3 3 3
tgx = —ﬁ = x =150°+k180°
ejercicio anterior: 3
V3

tgx = +T = x = 30°+k-180°

OOORRAERRDOD

@@ Resuelve las siguientes ecuaciones trigonométricas:

a) senx ++/3 cosx =2 b) senx + cosx = 2 €)senx+cosx=5/2
SOTARERRDOO
En estas ecuaciones hay que aplicar los teoremas de adicion.

V3

a) senx++3cosx=2 < %senx +T-cosx =1 « senx-cos60°+cos x.sen60°=1 = sen(x+60°)=1 = X + 60° =

90° + k-360° - x =30° + k-360° .

V2 V2

b) senx +CoSX =42 < isenx +icosx:1 = senx-7+cosx-7:1 = sen(x+45°)=1 = x + 45° = 90° +

Z°" R
k-360° - x =45° + k-360° .
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2
c) senx+cosx:§ ~ senx +v1-senx :g = 2y1-sen’x =(5-2senx) « (2 1—sen2x) :(5—23enx)2 -

4(1-sen®x) = 25 — 20senx + 4sen’x — 8sen’x -20senx +21=0, ecuacién de 2° grado en senx que

resolvemos:

_20++400-672

senx = que no tiene soluciones reales.

16
SOTRkSRRDDD

@@ Resuelve los siguientes sistemas:
-X- sen2y =-2

2., . 2., _
a) X +sen y_i}Dﬁqﬂcﬂ(ﬂ x+cos”y =1 = cos?y—-sen?y = -1 « cos2y = —1=> 2y =180°+k-360° =
X+cos‘y =

cos? y —senzy =-1
y = 90° + k-360°, sustituyendo en la primera x + sen?(90° + k:360°) =2 = x+1=2 < x=1.

Senx-cosy = 2 sumando  Senx-cosy +cosxseny =1 sen(x +y) =1 x+y=90°
4 _y= { 30°  luego tenemos

- sen(x — ):1
)73 1500

- 1

! SeNX-cosy —Ccos x'seny = —

cos x-seny = restando y y .
dos sistemas posibles (considerando sélo una vuelta a la circunferencia):
X+ty= 90°

X-y= 30°

+y =90°
X+y=90%| ) spmapds oy = 2400 . x =1200 y = 330°
x -y =150°

}Dﬁﬁam’@ 2x =120° = x =60°= y = 30°

cosx+cosy =1
cos(x+y)=1
da: cosx + cos(-x) = 1= cosx + cosx = 1= 2cosx =1 = cosx = %2 = x = 60° + k-360° 6 x = 120° +
k-360°, la y, por tanto, es y = - x = -60° = 300° + k-360° 6 y = -120° = 240° + k-360°

} de la segunda se deduce que x +y = 0°, luego y = -x que sustituida en la primera nos

1
X+y=—
d) 2 76 de la primera se deduce y = 172 — x que sustituido en la segunda arroja senx +
senx + seny = 7
sen(1r2 — x) = @que convertimos en producto mediante la férmula de adicién:
+B A-B X+ 10— x x -t x J6 J6
senA +senB = 2sen -COS = senx + sen[E - xj =2sen 2 -COS 2 = senT—T-cos(X —T—T) =—
2 2 2 2 4 4" 4
\/_ \/— \/— 300 E E+L[:5_T[
V2 cog x-T =8 | cog x-T|=¥3 L (T 6 —x=.6 4 12 luego los valores
2 4) 4 2 4 |3300- 11T Hn, m_25m_m
6 6 4 12 12
_m_Sm_m
2 12 12 - dos: - _ :
de y son _m_25m_ 1om_sm da valores cambiados: para x = 51712, y = 112 y viceversa.
2 12 12 12
SOk DOO

Matembticans 1 EBditex
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@® En una de las orillas de un rio hay un pedestal de 60 m de altura sobre el que se apoya una
estatua de 9 m de alzada. Halla la anchura x del rio, sabiendo que desde un punto A, situado en
la orilla opuesta al pedestal, se ve la estatua bajo el mismo dngulo que se veria a un hombre de
1,80 m situado delante del pedestal.

OOORIERRDOO

B0 m

tga :E
X

tg(a +B) = 60 resolviendo el sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas tenemos x = 32,17 m.
X
tg(20 +B) =2
X
SOk QOO

@® Sabiendo que tg (A/2) = —\/g y que A es un angulo cuyo seno es menor que su coseno,

halla cos 3A - cos A.
OO

En el ejercicio @ hallamos cos3A = 4cos®A — 3cosA, en funcion del cos A.

A partir de la tangente del angulo mitad hallamos el valor de cosA:

2 2
tgA:i‘ﬂ_COSA 3. iJFCOSA == 2| o 1zcesA_3 2-2cosA =3+3cosA - 5CcosA =-1
2 1+cosA 2 1+cosA 2 1+cosA 2

= COsA = —%, ahora podemos hallar el valor de la expresién pedida:

3
cos3A — cosA = 4cos’A — 3cosA — cosA = 4cos’A — 4cosA = 4[(—%} +1] = 4( L 1} - 96

5/ 125 5) 125°
COTRRSRRDDD

Matembatican 1-Editer
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@® Una calle mide 12 m de ancha. Desde el punto
medio de la misma se observan los aleros de sendos
edificios de alturas H y h bajo angulos 2B y B ,
respectivamente.

En el caso de que los angulos sean de 60° y 30°, calcula H
y h. Encuentra la relaciéon general que liga a las alturas H 4 C
y h, y comprueba que las alturas calculadas
anteriormente verifican la relacién general. h

2B
B
COCRKERKOOD : .

12 m
AE=ED=x=6m

tgp = tg30°= 61 ~ h =6mtg30°13,46m
m
tg2p = tg60° = 61 = H=6m1g60°110,39m
m
En general:

h
t =
aB 5
2.h H
gop=H - _2toB _ 6 __12h ==
9 6 42 2 k2
1-tg2p 1_(hj 36-h

12h H= 72h 2h

<

36-h?  36-h? _1_(hj2

6

6

Comprobemos la relacion anterior:
R o
e 72h2 _ 7261930 01039
36-h“ 36 —(6tg30°)

SOTRRSRRDDD

@® Siendo A, B, C los angulos de un tridngulo, demuestra que:
tgA+tgB+tgC=tg A -tgB -tgC

Nota: aytdate del desarrollo de tg (A + B + C), y recuerda que A + B + C =180°.

DOk KKDOD
A+B+C=180° ~ A+B=180°-C o tg(A+B) = tg(180°-C) - %:—tgc - tgA + tgB = -tgC(1
—tgA-tgB) = tgA + tgB = -tgC + tgA-tgB-tgC = tgA + tgB +tgC = tgA-tgB-tgC Q.E.D.

SOTRkSRRDDD
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@® En los manuales de agrimensura aparece la siguiente formula para calcular el area de un

triangulo, siempre que se conozcan los elementos que en ella aparecen:
s :1_02_ tgA-tgB
2 tgA+tgB
Ayudandote de la altura correspondiente al vertice C, demuestra la férmula anterior.

OOORREERRDOD

En el triangulo rectangulo ADC tenemos:

tgA :D
X

En el triangulo rectangulo CDB tenemos:

h
c—X

tgB =

A X C-x

C

Si despejemos h del sistema formado por las dos expresiones anteriores:

tgA:Ec))(:L
X tgA

th: = C— :LQ = —L
c—X tgB tgB

. h h h h 1 _ c _ c _ tgAtgB
Igualando x: —=c-—— « —+—=c = h — =c=h = =c
tgA tgB tgA tgB tgA tgB 1 + 1 tgB +tgA tgB +tgA

tgA tgB tgAtgB

Too OMIB 102 IMIB oy
2 tgB+tgA 2 tgB+tgA
En donde hemos sustituido h por la expresion obtenida mas arriba.

SOTRSRRDDD

El area del triangulo es S = %c-h =




