TRIGONOMETRIA

ACTIVIDADES FINALES

EJERCICIOS Y PROBLEMAS

® Completa en tu cuaderno la siguiente tabla referida a la equivalencia de angulos en los distintos

sistemas de medida.
Leebes o 52 = Sehec ey

Vamos a hacer las equivalencias y después las vamos introduciendo en la tabla, teniendo en
cuenta que:

180°
Ttrad

1) Como 180° son 1trad, 90° que son la mitad seran 172 rad.
2) Aunque en este es muy facil razonar como en el anterior (V2 es la mitad de %) para este tipo de

ejercicios en que se nos da el angulo en radianes en funcién de 11, lo mas rapido es sustituir trad por
180°:

o
Mrad =12 = 450
4 4
o o
3) Ahora resolvemos una sencilla proporcion: 180° _120° X = 120T[rad =2—nrad .
mirad X 180 3
R o
4) 3?T[rad _3180° _ 270° .
o o]
5) 180° _ 225° = 225nrad:5—nrad.
mirad X 180 4
. [o]
6) 4—nrad - 4180° _ 240°.
3 3
o o |l [o) ]
7) 180° _39°42'  _ 39°42 T[rad=0,693rad
mirad X
o o
g) 189° __x 180 _57095780=5701744".
mnirad 1rad s
o [o] ' " o) l ",
9) 180° _ 135°22'42" y = 135°022'42 nrad=2,36 rad
Tirad X 180
(o} R o
10) 189° - x = 25180% _443030450=143014'.
mrad 25rad
1) 2) 3) 4) 5) 6) 7) 8) 9) 10)
90° 45° 120° 270° 225° 240° 39942 | 57°17°44” | 135°22°42" | 143°14’
n2rad | wW4rad | 2r/3 rad | 32 rad | 51v4rad | 43 rad | 0,693 rad 1 rad 2,36rad | 2,5rad
SOk DO0
@ Resuelve los siguientes triangulos rectangulos:
OOk DOO

Resolver un triangulo es conocer la amplitud de sus tres angulos y la longitud de sus tres lados.
Como son triangulos rectangulos, la suma de los angulos agudos ha de ser 90°.
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TTRIGONOMETRIA I

a) Como B=40°, C =90°- B=90° - 40° = 50°

Para hallar las longitudes de los lados debemos usar, siempre que
sea posible, datos del problema y no valores calculados para evitar acumular
errores por aproximaciones sucesivas.

Del angulo conocido B, sabemos la hipotenusa (a) y hemos de hallar
el cateto opuesto, b, (usamos el seno) y el cateto contiguo, ¢, (usamos el
C0Seno):

o

senB =~ ~ b =asenB =130m-sen40° 083,56 m

(2]

cosB =~ = ¢ =acosB =130m-cos 40° 099,59 m

V]

b) Como B=55° C =90°- B=90° - 55° = 35°

Como conocemos el cateto opuesto a B, para hallar la
hipotenusa (a) usamos el seno y para calcular el cateto contiguo (c)
usamos la tangente:

senB == - a—L—%—m:HS,Q?m
a senB sen55°
tgB _b_ c :L:%_mzag,gzm
c tgB  tg55°

¢) En este triangulo conocemos la hipotenusa, a, y uno de los catetos, b, pero ninglin angulo, el cateto
que nos falta es facil de hallar, usamos el teorema de Pitagoras:

B

C
) a2 =b2 +¢2 « c=va2 -b2 =652 —402 = 2625 (15123 m

¢, Como hallamos los dos angulos que nos faltan?. Si somos capaces de
calcular uno de los dos sabremos el otro ya que son complementarios (suman
90°). Hallemos B, ¢, qué razon trigonométrica de B relaciona la hipotenusa, a,
con el cateto opuesto, b?, pues el seno, luego nos basta con calcular el angulo
cuyo seno es un valor conocido (b/a):

C

seB = b_ B=arc sen[gj =arc sen(gj =arc sen(0,6153846) =37° 58' 46"
a a

Conocido B, sabemos que C = 90° - B=90° - 37° 58 46" = 52° 1’ 14”

d) Es similar al anterior pues conocemos dos lados pero ningin angulo. ) B
a2 =b2 +c2 o a=+b2 +c2 =1252 ~1402 0187,68 m B
|: - 14 m 1

b b 125 H 2
tgé == <« B=arc tg( j arc tg( ) 41° 45' 37" I'“.

c 140 A \H
Luego C = 90° - B=90°-41° 45 37" = 48° 14’ 23" '

b =125 M~

OOORRIEFRDOD
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TRIGONOMETRIA 3

@ Desde un cierto punto del suelo se ve un arbol bajo un angulo de 42°. ;Bajo qué angulo se vera
colocandose a distancia doble? ¢y colocandose a distancia triple?

COTRRSRRDDD

El angulo bajo el que se ve el arbol a una distancia d es a = 42°, luego escribiendo las tangentes
de los desconocidos en funcion de la tangente del angulo a podemos hallarlos:

h
tga = tgd20=
ga =tg g

h 1h 1 1

tgB = — = —— = —tga = —tg42°= 0,450202 =arctg0,450202 = 24° 14' 14"
gp h2d 12hd 129 129 =B g

tgy=— = —— = —tga = —1g42°=0,3001346 = y = arc tg0,3001346 =16° 42' 22"
V=5 734 39973 y g

QORISR DOD

@ Calcula la altura de un poste, sabiendo que desde un cierto punto del suelo se ve este con un angulo de
30°y, st nos acercamos 30 m, lo vemos con un angulo de 45°.

SOTRkSRROOD

ph Se trata de un ejercicio clasico de los denominados “de doble

observacién”, para resolverlos planteamos un sistema de dos

. ecuaciones con dos incégnitas a partir de la tangente de los dos
P h angulos conocidos:

tga=£ah=xtga

\ B = 30° o= 45° X si resolvemos este sistema tendremos
o tgB=—— - h=(x+d)igh

d=30m % x+d

X y h, igualando h tenemos una ecuacion en x, que resolvemos:
xtga = (x +d)tgB < xtga = xtgPB +d-tgB < xtga —xtgB =dtgB = x(tga —tgB) =dtgp = x = %y sustituyendo
ga —1g

este valor de x en la primera igualdad para h, tenemos:

dtgp tqq = dtga-tgp _ 30m-tg45°-tg30°

h =xtga =
tga —tgp tga —tgp tg45°-tg30°

040,98 m mide el poste.

Si tienes dificultades para operar con variables, sustituye valores al igualar h:
xtga = (x + d)tgB = x-tg45°=(x+30)-tg30° = x = (x + 30)-0,577 = x=0,577x + 17,32; etc.

COTRRSRRDDD




TTRIGONOMETRIA I

@ Calcula los angulos de un trapecio isésceles de altura 60 m cuyas bases miden 83 y 51 m.

COTRRSRRDDD

F G F

— J
AR

."I i "n .l" :b:EDm
[ ! |
o !
WAV \ Jl'
83 c=16mH

Se trata de hallar el angulo a = A=B, ya
que conocido o, sabemos 3 = 90° - a, y
por tanto los angulos F= G =90° + B =
90° +90° - a = 180° - a.

Para hallar el angulo o, usamos el
triangulo rectangulo AHF, en donde
conocemos los dos catetos, la altura b =

60 my AH = ¢ = AB;FG:83;51:16

m:

tg a = E:O(=arctg(bj arctg(
c

60m
16m

75° 4’ 6,9”, luego F= G =180° - o = 180° - (75° 4’ 6,9") = 104° 55’ 54,1

SOTRRSRRDDD

@ Calcula el perimetro de un pentigono regular inscrito en una

circunferencia de 30 cm de diametro.

SOTRkRRROOD

Para conocer el perimetro, p = 5L, hemos de hallar la longitud
del lado, L = 2x. Partimos del triangulo rectangulo OGB, como los
360° grados de una circunferencia estan divididos en 5 partes
iguales, el angulo a = 360°/5 = 72°, su mitad es la amplitud del angulo
con vertice en O del tridangulo OGB, que llamamos B = 36°. De ese
angulo, en el triangulo rectangulo OGB, conocemos la hipotenusa r =

30 cm y queremos calcular el cateto opuesto x, utilizamos, pues, el

seno de [3:

senf =§ = x =rsenf =30cm-sen36°17,63 cm, luego el lado del pentagono es L = 2x = 2-17,63 = 35,24

cmy su perimetro p = 5-L = 5-:35,24 cm = 176,2 cm.

LOeTE = ok o S Te e
@ Si las puntas de un compés distan 8 cm y cada rama mide 15 cm, ;qué angulo forman?
i SOk D00
& Las ramas del compas forman un triangulo isosceles, si
) tomamos si trazamos la altura AD y tomamos el
\'\ h=15cm triangulo rectangulo ADC:
IIII
o Q% . senf = % =B =arc sen[gj =arc sen[ﬁ_:;nr:‘j =15° 27’ 57
d=4cm Luego el angulo pedido sera el doble y = 23 = 2- 15° 27
577 = 30° 55’ 54”.
SOk DOO
Matematicans 1 EJitOR




TRIGONOMETRIA 5

@ Sabiendo que cos 0 =- 5/12 y que el angulo estd en el segundo cuadrante, halla las demés razones

trigonométricas.
COORRERRDOD

Despejamos el seno de la ecuacién fundamental de la trigonometria sen? a + cos?a = 1:

[ 2 v
sena =y1-cos?a = 1—(—%} = ‘/1— 12454 = 1/112 = 1;9 en al estar en el 2° cuadrante hemos tomado el

valor positivo de la raiz ya que en ese cuadrante el seno es positivo. El resto de las razones son:

_ sena 24119/12 :_\/119

cosa -5/12 5
1 12

cosa —-5/12 5
oS ECH = _ 1 - 12 _ 124119
sena  119/12 119 119

cotgo(:i:cosa:—svﬂg
tga  sena 119

OOORREEFRDOD

@ Sabiendo que tg x = 3y que 180° < x < 270°, calcula las demas dngulos razones trigonométricas.

OOORRIERRDOOD

Podemos resolverlo de dos formas:

1) Usando una de las ecuaciones de la trigonometria 1 + tg? a = sec? a:

seca = —1+tg2a = —1+32 =-10 = cosa = 11 __Jo tomamos el valor negativo de la raiz
seca -.10 10

ya que en el tercer cuadrante ambas razones trigonométricas son negativas.

Ahora hallamos las demas:

tga = sena 0 sena =cosa-tga = _3V10
cosa 10

coseca = = 1 =- 10

sena 3410 3

10

1 1

cotga = —=—
tga 3

2) Formando un sistema con la definicién de la tangente y la ecuacion fundamental:

sena
tga = —— = sena =cosa-tga =3cosa 2 2 2 1
i =9cos“a+cos“a=1«< 10cos“a =1« cosa=-[— =
2 cosa 2 O SHHyeRda, (3cosq)2+c032a:1 10
sen“a+cos“a =1
= —1£00 que es el valor obtenido por el primer método.
SOk DOO
DO Calcula las restantes razones trigonométricas de un angulo A cuya tangente es positiva y sen A = -
3/5
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TRIGONOMETRIA

COTRkSRRDDD

Si la tangente es positiva y el seno negativo es porque estamos en el tercer cuadrante, es decir
180° < A < 270°.

Despejamos el coseno de la ecuacion fundamental de la trigonometria sen? a + cos?a = 1:

[ 2
cosa = —/1-sen?a = - —(—%) = —‘/1 —2% = —J% = —%en al estar en el 3% cuadrante hemos tomado el

valor negativo de la raiz ya que en ese cuadrante el coseno es negativo. El resto de las razones son:

sena  -3/5 3
tgoa=———=——=—
cosa -4/5 4
1 5
sec0=———=———— =——
cosa -—-4/5 4
1 5
cosec0 =———=——— = ——
sena -3/5 3
1 cosa 4
cotgo = —=——=—
tga sena 3
DOk DOD

DD Simplifica las siguientes expresiones trigonométricas:

sen’a  cos®a +sena 1
a 1+tg%0 O 0020 @ cos2a @ cos?q _ sen’a - tg%a
1+ cotg?a 1+00320( sena+cos?a 1 cos?a
sen®a sen®a sen’a

(1) Sustituyendo tga = sena/ cosa y cotga= cosa/sena .
(2) Al sumar las fracciones del numerador y denominador.
(3) Segun la ecuacion fundamental de la trigonometria sen” o + cos®a = 1.

) cos® a (l) 1-sen?a (i) (1+sena)(1-sena) (2)1 _sena
1+sena  1+sena 1+sena

(1) Sustituyendo cos’a = 1 — sen” o despejado de la ecuacion sen” o + cos®a = 1.
(2) Aplicamos el producto notable a® — b® = (a+b)-(a — b), una diferencia de cuadrados es suma por diferencia.
(3) Simplificamos el factor comudn al numerador y denominador (1 + sena).

2 sen?a 2 [ cos? a +sen?a 2
) ) cos“al1+——-—| cos“a ———% | cos‘q
¢) cos” a(1+tg“a) _ cos“a ) cos” a cos?a)_ 1 _sena - tqu
cotga cosa cosa cosa cosa  cosa
sena sena sena sena
2 2
_ sena  cosd sen“a +cos“ a
d) sena-cos a-(tga + cotga) = sena-cosa{ ——+-—— | =sena-cosa| ————— — =1,
coso send sena-cosa
3 mme? oy — 2 2 =
e) sen~a +sena-cos“ a =sena(sen“a +cos“ d) =send .
3 2 2 O 2 2 2 (2)

i) COS3 0 +sen”a +cos“-sena +cosa-sen“d = cosa(cos d +sen“a) +sena(sen“a "'COS2 0) = sena +cosa .

(1) Extrayendo factor comun al cosa en el primero y cueto términos y al sena en el 2°y 3°.

Matembatican 1-Editer




TRIGONOMETRIA

(2) Ya que las expresiones entre paréntesis son la ecuacion fundamental de la trigonometria, sen® a + cos’a = 1 .

g) sen’a (1)1_00320‘(i)“+C°SG)'(1_C°SG)(2)1—COSO(
1+cosa  1+cosa 1+cosa

(1) Sustituyendo sen’a = 1 — cos® o despejado de la ecuacion sen’ a + cos’a = 1.
(2) Aplicamos el producto notable a® — b® = (a+b):(a — b), una diferencia de cuadrados es suma por diferencia.
(3) Simplificamos el factor comun al numerador y denominador (1 + cosa).

1 1 1
2
seca cos” a
h X = coso(2 _ 20030( = cosa  _ -
1+tg“a 14 88N°0  cos“a+sen“a 1 cosa
2
cos? a cos?a cos™a
2 2 2 2 2 sen’a 5 2
i) tg” a -tg® a-sena = tg® a(1 — sen“a) = == —cos” a = sen“a.
COos™ a
i) sen*a - cos*a = (sena + cos?a)-( sen®a - cos’a) = sen®a - cos?a = - cos2a = 1 — 2cos’a.
D Determina, sin hacer uso de la calculadora, las siguiente razones trigonométricas:
A senl20° =y
° 3 0=
a) sen 120° = sen(180° - 60°) = sen60° = sendl® =y

b) sen 1 215° = sen(3-:360°+135) = sen(135°) = sen(180° - 45°) = sen45° =

€) cos 210° = cos(180° + 30°) = -cos30° = - g

V2
2

sen60° _ +/3/2
- =- =-3.
cos60° 1/2 f
e) tg 300° = tg (360° - 60°) = -tg60°= —+/3

d) tg (-60°) = tg(360° - 60°) = - tg60° =

B o}
f) sec 23n = secm =sec690°=sec(360°+330°) = sec 330° = sec(360°-30°) = sec 30° = ! = & .
6 6 cos 30° 3

cos45° _ ﬁ/2 p

send5° 22

g) cotg 225° = cotg (180° + 45°) = cotg 45° =

29180°

h) cosec %T =cosec =cosec1305°=cosec(3:360°+225°) = cosec225°=cosec(180°+45°) = —sen45 =-

2

2
OOORIERRDOOD

D@ Sabiendo que sen 0 = 0,6 y que a es un angulo del primer cuadrante, calcula:
a) sen (180° - ) €) cos (180° + q) e) cos (90° - )
b) tg (90° + a) d) sen (270° + Q) f) cotg (360° - 0)

SOTRkSRRDDD

Hallamos primero el coseno y la tangente de a:




TRIGONOMETRIA 8

Despejamos el coseno de la ecuacion fundamental de la trigonometria sen? a + cos’ a = 1 y luego
hallamos la tangente:

= - 2 = - 2 = - = = :ﬂ:%:g
cosa =+1-sen2a =1-(06)% =[1-0,36 = /0,64 =08 = tga =08 4

a) sen(180° - a)
Como vemos en el dibujo adjunto sena =y, sen(180° - a) = vy,
ademas como los triangulos azul y verde son iguales y = y’ luego:

sen(180°-a)=y =y =sena =0,6.

b) tg(90° + )

tg(90° + a) = sen(90°+a) _y' _ X _ cosd
cos(90°+a) x' -y -—sena | : |
ya que ahora x =y’ (x hacia la derecha e y hacia arriba) pero x’ = - I\“x | f'

y pues X’ es negativo. \ /

€) cos(180° + a)

cos(180° + a) = X = - x = -cos a = - 0,8, como puede verse en el
dibujo de la izquierda, el cos(180° + a) es la longitud de X’ que es
opuesto a x ya que los triangulos azul y verde son iguales (son
rectangulos y los angulos opuestos por el vértice son iguales a, y la
hipotenusa el el radio de la circunferencia goniométrica (R =1) y x es
el valor del cosa.

d) sen(270° + 0(.)

sen(270° + a) =y = - x = - cosd, ya que el seno siempre se
representa en vertical (y’) y, como puede verse en el dibujo de la
derecha el cateto grande en triangulo azul es x y en el verde es y’, de
la misma longitud pero de signo opuesto.

e) cos(90° - a)




TRIGONOMETRIA

f) cotg(360° - a) _|'

0_ ) = cos(360°—a)=£=L= cosa _ _ \ .
cotg(360° - a) sen(360°-a) y' -y -—sena cotga \ .
\Rh_ R __,_,,,/
LOeTs o o o SeTe e

D® Demuestra, de forma razonada, si son o no ciertas las siguientes igualdades:

Para demostrar la veracidad o falsedad de estas igualdades podemos partir de uno de los
miembros y realizar transformaciones matematicas hasta obtener el otro miembro de la igualdad o
operar con los dos miembros hasta obtener expresiones que sean inequivocamente iguales o distintas.

tga+tgb  tga+tgb (2 tga+tgb ¥

cotga+cotgb i+i tgb +tga 1
tga tgb tga-tgb tga-tgb
(1) Sustituimos las cotangentes como inversas de las tangentes respectivas.

(2) Sumamos las fracciones del denominador.
(3) Simplificamos el factor (tga + tgb) en el cociente.

=tgatgb, luego es cierta.

b 4 4, 0 2 2,1, 2 2y &) 2 2
) sen® x — cos® x = (sen®x +cos’x)-(sen“x —cos®x) = sen“x —cos’x, luego es verdadera.

(1) Ya que una diferencia de cuadrados es suma por diferencia (a4 - b4) = (32 + b2)- (32 - b2).
(2) La ecuacién fundamental sen’x +cos?x = 1.

(@) 9 9

c) 1-sena _ cosa a=1-sen®a =cos? a, igualdad evidente.

cosa  1+sena
(1) Multiplicando en cruz, quitando denominadores.
(2) De nuevo el producto notable suma por diferencia que es diferencia de cuadrados.

™ 9
=(1-sena)-(1+sena) =co

(1 (2) (3) 2 (4)
d) tg® x — tg>-sen’ = tg® x(1 - sen’X) = tg2x-cos? x = -2 X.cos? x = sen?x , es cierta.

COos™ X
(1) Extraemos factor comun a tg>x .
(2) Sustituimos 1 — sen® x = cos’x, de acuerdo con la ecuacion fundamental.
(3) Sustituimos la tangente por su cociente entre el seno y el coseno.
(4) Simplificamos cos“x del numerador y denominador.

SOTkSRRDDD




TTRIGONOMETRIA I 10

O® En la figura aparece dibujado un faro de 50 m de altura situado sobre un promontorio. Las
respectivas distancias desde los extremos superior e inferior del faro a un barco son de 85 y 65 m. Halla
la altura del promontorio.

OOk RO

C

ton R Aplicamos el teorema de Pitagoras a los dos triangulos
rectangulos BAD y CAD:
- ..;r;.l: .

- BAD:BD =AB’ +AD" - 652 =h? +x2
A ?-S-"fi B M N, “ CAD = CD> =AC” +AD’ ~ 852 = (50 +h)? +x2

aad T | . .

_g'-_’-nzl B Si, ahora resolvemos el sistema anterior, por cualquier

= A, B oo =k S método obtenemos las incognitas x y h. Vamos a resolverlo

por reduccion cambiando de signo la primera y sumando:

~ 4225 =-h?% —x?

_ 2,2
7225 =(50+h)" +x con lo que tenemos una ecuacion en h que resolvemos: 3 000 = 2 500 + 100h +

3000 = (50 +h)? —h?
h?—h?< 3000 -2 500 = 100h = 500 = 100h = h =500/100 = 5 m, mide el promontorio.

OOORIERRDOD

D® Resuelve cada uno de los siguientes triangulos:

OOORRIERRDOD

No son triangulos rectangulos luego ahora hemos de utilizar los teoremas del seno y del
coseno.

Primero utilizamos el teorema del seno para hallar el angulo B:

a b _ - senB —RsenA —gg—msen42° 0,803, luego B = arc sen
m

senA  senB a

0,803 = 53° 24’ 48”. Ahora podemos hallar el angulo que queda por

diferencia hasta los 180° que suman los tres angulos de cualquier

triangulo, C= (180° - A — B) =180°- (42° + 53° 24’ 48”) = 84° 35’ 12".
Para hallar el lado c¢ utilizamos de nuevo el teorema del seno:

a _ ¢ senC sen(84°35"12")

== — < C= —a = -50m =74,4m.
senA senC senA sen42°
C
b) Aplicamos el teorema del seno para hallar el angulo B: ‘
. bh=10m

¢ = b ~ - senB —EsenC -m—msen45°- 1178, como el seno del angulo @
senC senB c 6m
obtenido es mayor que la unidad (lo que no es posible) deducimos que no puede 2 =
existir un triangulo con los datos que se proponen, es un triangulo de imposible c=6m

construccion.




TRIGONOMETRIA [ 1

Usamos el teorema del coseno para hallar el lado c:
) ¢? = a?+b? — 2ab-cosC « ¢ =+a? +b? -2abcosC =102 +92 —2109-cos 70°
b=8m/ 7o a=10m =m:10,93m.
Y, ahora, el del seno para hallar el angulo B:

c _ b ~ b A
— = —~ < senB =—senC =
senC senB c 10,93m

om -sen70°=0,7738, luego B = arc sen

0,7738 = 50° 41’ 35”. o
Por ultimo hallamos el angulo A por diferencia hasta 180° A = 180° - (C + B) = 180° - (70° + 50°
41’ 35”) = 59° 18’ 25”.

d) No hace falta hacer ninguna operacion para darse cuenta que es
otro triangulo imposible ya que el lado mayor (c = 20 m) no mide
mas que la suma de los otros dos sino igual ( 12 + 8 = 20), el dibujo
seria un segmento, de 20 m, encima de otro de igual longitud y no
como se dibuja.

e)
'S Teorema del seno:
b=8 ma = 4m b___ 3 _ senh=2senB =2Msena00=03124 luego el
e . senB  senA b 8m R A
b = QB angulo A = arc sen0,3124 = 18° 44’ 50" y C = 180° -(A +B) =
cC 180° - (18° 44’ 50” + 40°) = 121° 15’ 10”.
Para hallar la longitud del lado utilizamos de nuevo el teorema del seno:

b ___C .- senCAJ_b _ sen(‘121°‘15'10")_8m =10,64 m.
senB  senC senB sen40°
f) B=180°- (A + C) = 180° - (45° +75°) = 60° C

bh=10
Ahora usando el teorema del seno hallamos la longitud los dos lados a 'y T4\ 5
c que nos quedan: 450
A - B
C - b __=senC,_senTS o =1015m.
senC senB senB sen60°
a - b _ o a= sené_ _ sen45°_10rn —816m.
senA senB senB  sen60°
SOk DO0
D® Desde dos puntos A y B situados en la misma orilla de un rio y
distantes entre si 80 m, se observa un punto C, situado en la orilla
< . sod
opuesta, bajo angulos de 60° y 45° respectivamente. Calcula las ’ 2
distancias desde los puntos A y B hasta el punto C. b/
SOCEkE kD00 I =By

R Hallamos primero el angulo C por diferencia hasta 180°:
C =180°- (A + B) = 180° - (60° + 45°) = 180° - 105° = 75°
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Y ahora usamos el teorema del seno para hallar la longitud de los lados a y b que nos quedan:

=) o
C - b p-SenB _sem e -5856m.
senC senB senC sen75°
o
a___C__ p-SenA _senbl oy =717 m.
senA senC senC sen75°
OOTEkSRIOD

D@ La figura muestra la forma de construir un tanel que atraviesa una montaia perforando
simultaneamente por ambas caras de la montana. Fijamos la
direccion de perforacion ofrecida por r, por lo que el problema
consiste en encontrar la direcciéon de perforacion dada por r'.
En la practica, se procede de la forma siguiente: fijamos un
punto A en la recta r . Elegimos un angulo A, por ejemplo 46°, ¢ =1:0m

y medimos una distancia AB de 1 500 m, por ejemplo. En B a
tomamos un angulo, por ejemplo, de 110°. Con estos datos LR
podemos determinar el angulo C y la distancia BC. A partir de
ambos datos queda determinada la direccion r' de perforacion.

Calcula estos datos.

SOTRSRRDDD

Hallamos primero el angulo C por diferencia hasta 180°:
C =180°- (A + B) = 180° - (46° + 110°) = 24°

Y ahora usamos el teorema del seno para hallar la longitud de los lados a y b que nos quedan:

= [o]
c - b _p-SenB . _sen10® shom=34655m.
senC senB senC sen24°
o]
a___C _ ,-SenA . _semb® i hom = 26529 m.
senA senC senC sen24°
DOk KKOIOD

D® La figura muestra el corte transversal de una montafia en la que se quiere construir un tinel. La
cima o punto G, visible desde A y B, se encuentra a 400 m de Ay 520 m
de 8, y el angulo C mide 40°. Calcula la longitud del tinel AB.

OOORIERRDOD

Ahora hemos de utilizar el teorema del coseno pues conocemos dos
lados y el angulo comprendido:

c2 =a2 +b2 —2abcosC < ¢ =va2 +b2 - 2abcos® = 5202 + 4002 - 25520-400-cos 40° = 334.3 m es la altura

de la montafa.
OOORRERRDDD
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@@ Halla el 4rea de un decagono regular circunscrito a una circunferencia de 10 cm de radio.

COTRRSRRDDD

/ \ Llamamos a la apotema OC =y y a litad

\ del lado CB = x. Como es un decagono regular
A cada uno de los diez triangulo tendra un angulo

II'H O central a = 360°10 = 36° y por tanto 3 = a/2 =
0 \ 18°.
/ En el triangulo OCB hallamos x e y:

senf = X ox= rsenff =10cm-sen18°=3,09 cm
r

cosf = Yy y =r-cosf3 =10cm-cos18°=9,51cm
r

El perimetro = p = 10L = 10-AB = 20-CB = 20x = 20 -3,09cm = 61,8 cm
Luego el area del poligono es:

A= pap _py _ 61,8cm9,51cm — 293,86 cm?

OOORRIERRDOOD

@® En un trapecio isésceles conocemos la diagonal, que mide 15 c¢my; el lado oblicuo, que mide 5 cm; y
el angulo que este forma con la base mayor, que es de 60°.
Halla el area del trapecio. E F

COTRRERRDDD

Como el area de un trapecio es la semisuma de las
bases por la altura necesitamos hallar las longitudes de las
bases, la mayor B = AB y la menor b = EF, y la alturay =
EH.

I‘q:___________

En el triangulo rectangulo AHE hallamos x e y: A ®
sena =L - y= AE-sena =5 cm-sen60°= 4,33 cm
cosa = % = x = AE-cosa =5 cm-cos60°= 2,5 cm
Aplicando el teorema de Pitagoras al triangulo rectangulo EHB, tenemos:

EB° =EH’ +HB- - HB = VEB- —EH =152 -4,332 =1436 cm

Base mayor=B=AB=AH+HB=x+HB =2,5+ 14,36 = 16,86 cm
Base menor=b=EF=AB-2AH=HB -x=14,36 —2,5=11,86 cm

Luego el area pedida: A = B;’b-h = B;b-y = 16'86°m;11’86cm

COTRRSRRDDD

-4,33cm = 62,18 cm?

Matembatican 1-Editer
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@® Las diagonales de un paralelogramo miden 20 y 16 c¢m, respectivamente, y uno de los angulos que
forman al cortarse mide 120°. Halla el area y el perimetro del mismo.

B ; c SOTARERRDOS
-/l AO=0C=AC/2=20cm/2=10cm
u : DO =0B =BD/2 =16 cm/2 = 8 cm.
. 10 crm -~ [
" o g ! Sia=120°= (3 =180°-a =180°- 120° = 60°.
a n i h
f #, ¢ ! Hallemos primero las longitudes de los
1MNcm -7 S ! lados, para después calcular su perimetro.
' e " | En el triangulo AOD podemos hallar la
e Beom s / i longitud del lado AD = d aplicando el teorema
e | del coseno:
I'I'I % F;F
A C D

AD? =A0% +DO” - 2A0DOcosa — d =102 +82 —210-8:c0s120° = 15,62 cm

De manera analoga podemos hallar la longitud del lado DC = ¢ en el triangulo DOC:

CD’ =CO” +DO° -2CODOcosp « ¢ =102 +82 —2108-cos60° = 9,17 cm
Luego el perimetro p = 2d + 2¢c = 2:15,62 cm + 2:9,17 cm = 49,58 cm.

Para hallar el area necesitamos hallar primero la longitud de la altura h = CF, para lo cual en el
triangulo rectangulo ACF, como conocemos la hipotenusa AC = 20 cm, para hallar la longitud h sélo
hemos de saber el seno del angulo y, que calculamos mediante el teorema del seno aplicado al
triangulo AOD:

AD oD _ 0D _ 8cm
send  seny AD 15,62cm

-sen120°=0,4435469

Ahora en el triangulo ACF: seny = ALC = h=AC-seny =20cm-0,4435469 (18,87 cm.
Por ultimo, area=A =d-h =15,62 cm - 8,87 cm = 138,55 cm?.

SOTRRERROOD
@® Dos barcos salen de un puerto, y desde un mismo punto, segiin gl L '\L.:'_';E,-
dos rectas que forman entre si un angulo de 60°. Calcula la
distancia que los separara al cabo de dos horas de navegacion
suponiendo que mantienen velocidades constantes de 50 y 65 km/h,
respectivamente. b / .
QOO TRROOD

Sabemos que a = 60°, que al cabo de 2 hr el barco A estara
a b = 50 km/hr-2hr = 100 km del puerto y el barco B estara a una c
distancia a = 65 km/hr - 2hr = 130 km del puerto.

El problema se reduce, pues a hallar la distancia ¢ a que se encuentran separados los barcos A
y B al cabo de dos horas, lo que hacemos aplicando el teorema del coseno al triangulo ABC:

Matembticans 1 EBditex
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c2 =a2 +b2 - 2abcosa - ¢ =ya2 +b2 —2abcosa =+1302 +1002 - 2130100-cos60° (1117.9km separan a
los dos barcos al cabo de 2 horas.

OOORIERRDOD

@@ Calcula los radios de las circunferencias inscrita y circunscrita a un dodecagono de 6 dm de lado.

QORISR DO

Los segmentos OA = OB = R son el radio de la
circunferencia circunscrita (dibujada en color rojo) y OC =
r el radio de la circunferencia inscrita (en color azul). El
segmento AB (lado del dodecagono) mide 6 dm vy, por
c tanto, AC = CB = 3 dm.

. Ao _ . _ 360°__ ,
El angulo AOB = a = 1—30 , luego el angulo
B _a_
R B= 57 15°.
r Para calcular las longitudes de los radios pedidos

nos fijamos en el triangulo rectangulo OCB:

A
c B senp =2 o semso=9M | g 39M _ 4459 gm
OB R sen15°
igB=5 o tg15o=29M _ =39M _ 445 4m
tg15°

@® El angulo en el vértice de un
cono de revolucion mide 60° y la
generatriz 12 m. Halla el volumen del

cono.
LoTeles o 522 = Sheey
h
senp = 2 = sen30°= LIS r=12mse30°=6m
AC 12m
AB
cosf=— = c0s30°=—— = h=12mcos30°=10,39 m
AC
V= %m&h - %1‘[-(6 m)210,39 m = 39169 m°,
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COTRkSRRDDD

@® En la vida real se presentan muchas situaciones en las que se ®
necesita conocer la distancia entre dos puntos inaccesibles. Este ®

problema fue resuelto ya en el afio 1615 por el sabio holandés 05 S
Snelius. En la figura tenemos dos arboles a los que no podemos S _
acceder, porque nos lo impide el rio. Desde dos puntos A y 8 b \
medimos los dngulos 0, B, Yy 9, y la distancia d entre ambos puntos. — =t ’
Calcula la distancia x sabiendo que a = 50°, 3 = 75°, y = 110°, 8 = .
40°yd =120 m. il

SOk OO 4 ety

Para calcular x = CD vamos a usar el tridngulo ACD, en donde necesitamos conocer las
longitudes de los lados ACy AD y el angulo 8 =y-a = 110° - 50° = 60°.

Para calcularla longitud del lado AC partimos del triangulo ACB,

primero calculamos el angulo C =180° - (y+ &) = 180° - (110° + 40°) = 30°
aplicamos el teorema del seno:

AC AR AC . o o
AC _ ABA ~ AC _ d - AC:sen40_ :sen40 120m= 154,27
send senC sen40° sen30° sen30° sen30°
m.
D
Ahora en el triangulo ADB calculamos la longitud del lado AD, BO°
sabiendo que D = 180° - (a+p) = 180° - ( 50° + 70°) = 60° y aplicando el
teorema del seno:
AR AD AD _ o o
ABA _ AD _ d _ AD _ D:sen70 .d:sen70 420 m = 130,21
senD senp sen60° sen70° sen60° sen60° A —_ B
m. d
C % D Por ultimo aplicando el teorema del coseno al triangulo ACD,
L 8 calculamos x = CD:

x=CD = VAG? + AD> ~ 2AC AD-cos 8 = /154,272 + 130,212 - 2154.27130,24008 60° =

g 146,91 m.

OOORIERRDOO




