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00O Siz=ryq ,¢quéreacion tienen con z los nUMerosrg+1sce Y 36000 ?

---00000---

& Z = rqs1800 = r [ cos( a+ 180°) +isen (a + 180° ] =r (-cosa —isena ) = -[r(cosa +isena)]
= -(rq ) = -z, luego son opuestos.

& Z = Ispooq = I [ cOS( 360° a) + i sen (360° a )] =r (cosa —isena ) = z luego son
conjugados.

SOCEECEHE® @

©0 Compruebaquesiendo,z=a+hi,w=c+di,:

_— ., —|z+w=a+bitc+di=(a+c)+(b+di=z+w=(a+c)—(b+d)i
a) z+tw=z+w; - _ _ _
z+w=a-bi+c-di=(a+c)—-(b+d),ge.d.

b)
z.w = (a +bi)(c + di) = ac +adi +bci +bdi? = (ac —bd) + (ad + bc)i = Zw = (ac —bd) - (ad +bc)i
zw = (a-bi)(c - di) = ac - adi - bci +bdi? = (ac —bd) - (ad + bc)i = zw g.e.d.

c) kz =k(a +bi) = ka +kbi = kz = ka —kbi = k(a - bi) =k-z Ok 0O g.e.d.
QOEHOEE® ®®

1

|z|

© O Demuestra que 1
V4

---00000---

Sea z = rqy, entonces :

E:&:(}] :(1-) 3121—:iqed
zZ 1y \Igoq Iy lz| Tt |2Z]
QOOEHEHCEHE® ®

© 0 El producto de dos nimeros complejos imaginarios, ¢, puede ser real ? Aclaralo con un
ejemplo.

---00000---

Si, si son ambos imaginarios puros, por ejemplo z = -2i y w = 3i, su producto es z-w = (-
2i)(3i)= -6i° = 6 que es real.

SOCEHECEHE® @
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O @ Representa el numero complejo z = 4 — 3i. Multiplicalo por i y comprueba que el
resultado que obtienes es el mismo que si aplicas a z un giro de 90°.

---00000---

z=4-3i,w=iz=4i-3?=3+4diyaque siz=rq=> W =iz= Lo Iy = lasoee, IO que SE
puede visualizar graficamente representando zy w :

r--r-Tr--Tv~-=-T17°-°% e B B |

Cow=3+4i s
BERSERNE
QoEECOEE® ®®

© 0 Halla el numero complejo z que se obtiene al transformar el complejo 2 + 3i mediante
un giro de 30° con centro en el origen.

---00000---

Un giro de 30° centrado en el origen consiste en multiplicarle por el nimero w =13 :

=4/2 + 32 = \/_ \/5 1
2+3i= \/ﬁ 018:35" Y 1ggo = C0S30°+isen30°= — + =i
a= arcth = 56018'35"" 56°1835" ¥ ~50 2 2

Podemos hacer el producto :

V3,1 \/§+|+£|

En forma binébmica : (2 + 3|)(— +—|) % = 0'23 + 3'60i

O en forma polar : v13sge1g:3571ago = V13 ggorgiase = /13 (COS86°18'35' ' +isen86°18'35'")
RRAAENS{O)EIl SRR
00 ; Qué relacion existe entre el argumento de un complejo y el de su opuesto ?
---00000---

Segun hemos comprobado en el ejercicio n°® ®® un nuimero complejo y su opuesto
difieren en 180°, Z = rqy = -Z = Iq+180°

SOo0EECEES @
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G0 ; Qué condicion debe cumplir un nimero complejo z = a + bi para que z = 1
V4
---00000---
— b a= a
z=a-bhi B =
1_ 1 _ a-bi _a-hi . a _ b . igualandoz=1:> angz
z a+bi (a+bi)(a-b) a?+b® a?+b? a?+b? N e
a“+b

Resolviendo cualesquiera de las dos ecuaciones anteriores :

b b . )’ L
= —=1=a? +b? =] z| es decir elmédulo es unitario

a a .
=Z=1=a%2+b?z|6b=

a:
a’+b? a a2 +b?

So0EECEES @

PARA PROFUNDIZAR (2! 000 )

0O 0 La suma de dos numeros complejos, z = a + bi, w = ¢ + di, dividida por su diferencia, es
un namero imaginario puro. Prueba que los dos nimeros z y w han de tener el mismo médulo

---00000---

z+w _a+bi+c+di _(a+c)+(b+d)i _[a+c)+o+d){@@a-c)--dji _
z-w a+bi-c-di (a-c)+(b-d)i [@-c)+b-d)ffa-c)-b-di

(a+c)@a-c)-(a+c)b-d)i+(@-c)b+d)i-(b+d)b-d)? _
(a-c)? —(b-d)?i?

(@® -c? +b? -d?) 2ad-2cd . __(@®-c?+b?-d?) _
+ i = parte real =0; =0
(@a-c)?+(b-d? (a-c)®+(-d)? (a-c)? +(b-d)?

Luego a? — ¢ + b? —d? = 0 y trasponiendo términos a + b? = ¢? + d® es decir sus médulos
seran iguales |z| = |w| g.e.d.

SOCEHECEHE® @

V3

O®8 Seaz#0uncomplejoy w = —% +7i . Prueba que los afijos de z, zw y

zw? son los vértices de un triangulo equilatero.

---00000---
Expresemos todo en forma polar :

Z=1rq
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S DR
i= \/5/
=arctg -3 =120°

a = arctg =
-5
Luego z = =rq, Z2W = = Iy 11200 = = lg+1200 Y 7.W2 == lo '(11200)2 == Iy *1oap0 = = lg+2400 ,

como los tres numeros tiene el mismo maédulo ( r) y sus argumentos se diferencian en 120°, (
a, a +120° a + 240°) formaran sus afijos un triangulo equilatero.

SO0EECEE S @

=11500

®® Un pentagono regular con centro en el origen de coordenadas tiene uno de sus vértices
en el punto (\/E\/E) Halla los otros vértices y la longitud de su lado.

---00000---

El nimero en forma cartesiana le pasamos a binémica y forma polar :

r=\2f +faf =v2vz=2

7 (\/E\/E): Y2+ 2= V2 arctgl = 45° " 2

a =arctg—— =
V2

Para hallar los otros cuatro vértices giramos este 360°/5 =72° que equivale a multiplicar
por 1. , es decir sumamos 72° al argumento :
Z, = 24504790 = 21170 = 2(C0S117°+isenl17°) = -0'91-3'93i = (-0'913'93)
Z3 = 291704700 = 21890 = 2(C0S189°+isenl89°) = -198 —0'31i = (-1'98,-0'31)
Z, = 218904720 = 29610 = 2(C0S261°+isen261°) = -0'31-0'99i = (—0'31,—-0'99)
Zs = 296104790 = 23330 = 2(C0S333°+isen333°) =178 - 0'91i = (178,-0'91)

Para hallar la longitud del lado, aplicamos el teorema del coseno a uno de los 5
triangulos formados sabiendo que dos lados miden 2 ( el modulo) y el angulo comprendido es

de 72°:

| =4/22 +22 —2.22c0572° = /4 + 4 -8c0s72° = /5'527864 = 2'35
SOONEEOEE® O

® O Si el producto de dos niumeros complejos es -8 y dividiendo el cubo de uno de ellos entre
el otro obtenemos de resultado 2, ¢ cuanto valen el médulo y el argumento de cada uno?

---00000---

Seanz =rqy w = Sg, se ha de cumplir :
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zw =-8= (r(x )(SB): (rs)(x+[3 = 8180O = { rs=8 }

o +p =180°
2, 6 ke (2

w SB SB S

r3

) =200 = ?:2
3a-B 3a-B=0°

Resolvemos los sistemas formados por las ecuaciones de los médulos y los argumentos:

rs=8 8 r3 3
i 2:>s——:>sust|tuyendoenla2f=‘——2:>r =16=>r=416=2=>s= 5 =4
S r 8/r
a +p=180° 0
B :>30(:[3:>4a:1800:>0(:180 =45°= 3 =3:45°=135°
3a-B=0°
RRARAEN O] Bl EI RS

65 Calcula el inverso de los numeros complejos siguientes y representa graficamente el
resultado:

a)3y;,b)2i,c)-1+i
¢, Qué relacion existe entre el mdédulo y el argumento de un nimero complejo y de su inverso?

---00000---
3600 = 3(cos60°+isen60°) =15 + 2'60i

a) 3 = 1 :i: 1 = 1 = l _ 1 oLt o\ — A , )
" Bepe 3600 \3)ge \3Jage |3 ., |3 oos300°Hsen300°) = 017 - 028

3
qj
N s
b) 2i:2900 :i.:—li: _1
2| 2 2 270°
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Numeros complejos
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reE-r-TrT--Tv--T°-°"1

Vemos que en todos los casos los médulos son inversos y los argumentos suman 360°

es decir ;

5 ®
g
S
“ < E
1 m
| N
=]
I =
ra @
1 @
N

® 0O Representa graficamente las igualdades siguientes. ;Qué figura se determina en cada

caso?

b) |z- (5+2i) | =3

5
---00000---

a) |z-(1+i) |

dulo de la diferencia respecto del (1 +i) es igual a

5, es decir los que se encuentran en una circunferencia de centro en el punto (1, 1) y

radio 5 :

a) Todos los numeros z tal que el mo
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b) Todos los nimeros z tal que el médulo de la diferencia respecto del (5 +2i ) es igual a
3, es decir los que se encuentran en una circunferencia de centro en el punto (5, 2) y radio 3 :

—_——— - -

E e R ]
RN | | | | |

[ R R (e e T T B |
1
1
1
1

SoomEmEEED S S

® @ Escribe la condicion que verifican todos los nimeros complejos cuyos afijos estén en la
circunferencia de centro (1, 1) y radio 3.

---00000---

Distan 3 unidades de un punto de coordenadas ( 1, 1), en el plano complejo equivalen a
los nimeros z tal que | z —(1+1) | =3

SOOEECEHE S @

PARA PENSAR UN POCO MAS (L] 000 )

® ® Demuestra, utilizando nimeros complejos, que en un paralelogramo cualquiera la suma
de los cuadrados de las diagonales es igual al doble de la suma de los cuadrados de los lados.

---00000---

i i i B M M i B |

b i T e L e |
1
1

Las diagonales miden | z + w | la mayor y | z— w| la menor, luego :

|Z4+W|%+ |z-W[= (2 +W)(Z + W) + (2 = W){Z = W) = (Z+W)-(Z + W) +(Z = W)-(Z - W) = ZZ + ZW + W-Z +

+WW +ZZ = ZW = W-Z + WW = 22:Z + 2W-W = 2(2-2 + W-W) = 20 z |2 +|w |2)q.e.d.

SO0EIECEE S @
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